Computergraphik 1 (186.461)

Allgemeine Anlatung flr die schriftliche Prifung

Martin Tintel
23.11.2008




2te32y

Inhaltsverzeichnis
A | Y OSSPSR 3
AUSGADE VON LINTEIN ...ttt et e bt e st e s 9
NAtUral CUDIC SPINES ...ttt nnees 14
CUDIC SPIINES. ...ttt b et ekt e bt e bt et e bt e b e e be e 19
HEIMITE SPIINES ...ttt ettt et et ennees 20
Constructive Solid GEOMETLIY (KUIZ CSG)....ccuviiuieiiiiiieitie sttt 21
(O TN To L (=TT o [ O3 C USRS 25
B2 U] (0] 0= LT =1 SRS OURPRRI 27
Matrizen und TranSfOrMAatIONEN .........cooiiiiiiei et e et eesraeeennaees 31
TranSTOrMAtiONSIMALIIZEN. ... .eeiiiie ittt s e e st e e saeeasteeessteeesseeeansaeeaneeeenseeeans 36
Diffuse Beleuchtungssituation mit zwei LICHTEIN .........cooiiiiiiiice e 39
at AESE {KIRAyYy3Ia&a o671 6d af OKI GG A $nielimfation @@ Bhong-
{ OKI (G A S NXzy dnierpdlatioh dnd Rhdand< £ G @ (0 (.A.SNHzy 3.G.ocoovvereenen 41
BACK FACE CUITING ...ttt ettt e et aeas 49
BOUNANY Fill....ceee ettt b ettt esnn e naeas 51
] {0 LSO O PP POUPPRRRUPPPRRNt 53
UDEr die AUSAIDEITUNG ........cviviiiiieicictetceeeet ettt 53
Inhaltsverzeichnis fUr das BUCK .........oouiii oot aree e 53
ZUSALZIIChe INFOrMATIONEN..... ..ttt 53

Seite 2 von 54



Z- Puffer

\ Angabe ’
Gegeben sind drei Rechtecke (P2, P3, P4) und ein Dreieck (P1):

e PL(8,8,6)(8, 3, Lund (3, 3, 1)
e P28 3,2), (6 3,0), (6,6, 6d (8, 6,5)
e P3(7,1,7),(9 1,5), (9,6, 0 (7, 6 2)
e P4(4,5,-2), (10, 5, 4), (10, 7, 4nd (4, 7,-2)

Diese Polygone sollen mittels eines auf einem z ¢Puffer basierendem Algorithmus in der obigen
Reihenfolge dargestellt werden. Als Bildebene wird die xy¢Ebene angenommen, die Blickrichtung ist
von der positiven z¢Achse in Richtung Ursprung, und es wird eine Parallelprojektion vorgenommen
(d.h. es gibt keine perspektivische Verkiirzung 0.4.).

Es soll ein Rasterbild der Gréi3e 12 x 8 erzeugt werden, bei dem die Sichtbarkeit innerhalb eines Pixels
durch die Sichtbarkeit im Pixelmittelpunkt festgelegt wird. Tragen Sie die Ergebnisse des Verfahrens
in die auf der n&chsten Seite gegebenen Bereiche fir das Bild und z- Puffer ein. Hier (Bild) sollen sie -
z.B. durch Angabe des richtigen Kiirzels wie P1 oder P2, oder durch farbiges ausfullen -angeben,
welches der Polygone in jedem Pixel zu sehen ist. Hier (z- Puffer) sollen Sie den letztglltigen z-Wert
fur jedes belegte Pixel eintragen.

Falls Sie sich bei diesem Beispiel verschreiben sollten, dann kénnen Sie von den Prifungsaufsehern
noch einen Ausdruck der beiden Raster erhalten.

Vorgehensweise

Bei diesem Beispiel geht es darum, mehrere Polygone zu zeichnen. Da es oft vorkommt, dass
mehrere Stellen unterschiedlicher Polygone an derselben xy Koordinate sind, muss man schauen,
welche Punkte eines Polygons vorne liegen und somit gezeichnet werden, und welche dahinter
liegen, und somit nicht gezeichnet werden. Dazu schaut man sich die z Werte (das ist der Wert, der
nach vorn/ hinten zeigt) an den einzelnen Stellen an, und vergleicht die Werte der Polygone. Dies
macht man mithilfe eines Z- Puffers.

Die Polygone sind in der Regel durch 3 (Dreieck) bis 4 Punkte (Rechteck) gegeben. Jeder Punkt

besteht aus 3 Koordinaten, also x, y und z. Die Punkte werden auch in der Form NAME (X, Y, Z)
angeschrieben. Diese Punkte spannen ein Polygon, also eine 2 dimensionale Flache auf. Da wir 3
dAYSyaarzylt ol SAOKySyas aAYyR AY . AfR RAS E dzyR
Polygone an derselben Stelle sind, um zu bestimmen welches Polygon vorne ist und somit gezeichnet

wird.

Im z- Puffer hingegen sind nur die z Werte wichtig, sprich welches Polygon vorne ist und welchen Z-
Wert es hat. GroRBerer z Wert bedeutet, dass es weiter vorne ist und somit gesehen wird. Hat ein
anderes Polygon einen kleineren z Wert an einer Stelle als ein anderes Polygon, kann man es somit
nicht sehen.
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Berechnung

Entweder man verwendet verschiedene Farben, fur jedes Polygon eine andere, oder man verwendet
fur jedes Polygon eine andere Ecke des Quadrates im Raster.

Nun schreibt man sich im Z- Puffer die z Werte des ersten Polygons hinein, wobei x nach rechts ist,
und y nach oben. Als Beispiel nehme ich fir P1(8, 8, 6),(8, 3, 1)und (3, 3, 1) Fur den ersten Punkt
(8, 8, 6) gehe ich als 8 nach rechts (erster Wert, also x), 8 nach oben (zweiter Wert, also y) und
schreibe mir an die Stelle 8, 8 eine 6 fir die Tiefeninformation (z). Ich mache dies immer mit einer
Farbe (flrs erste Polygon in dem Beispiel rot), da es so leichter zu sehen ist und ich auch bei der
Prifung so mache. Die ? sind nur zur Verdeutlichung gedacht fur noch ausstehende Berechnungen
und damit man leicht sieht was noch fehlt. Bei der Prifung schreibt man das nicht hin ;)

8 6
7 ? ?

6 ? ? ?

5 ? ? ? ?

4 ? ? ? ? ?

3 1 ? ? ? ? 1

2

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Nun haben wir die 3 z Werte der gegebenen Punkte des Polygons aufgeschrieben. Da aber diese 3
Punkte ein Polygon aufspannen, also diese 3 Punkte miteinander verbunden sind und die dadurch
gegebene Flache ausgefillt ist, missen wir uns fir diese Punkte die z Werte ausrechnen. Das geht
sehr leicht, da die Zahlen in der Angabe sehr nett sind und man leicht interpolieren kann.

Schauen wir uns einfach Mal Punkt (8, 8, 6) und (8, 3, 1) an. Man sieht sehr gut, dass die x Koordinate
gleich ist, nur die y und z Koordinate verschieden sind. Bei ndherer Betrachtung sieht man auch sehr
gut, dass der y Unterschied 5 Betragt, und der 5 Unterschied ebenfalls 5 betragt. Somit hat man also
proy Wert einen z- Unterschied von ebenfalls 1. Man kann also leicht folgendes anschreiben:

N[NNI
N[N NN N
RINWR~lOT|O®

P NWSr OO N 0

Wenn wir uns nur Punkt (3, 3, 1) und (8, 3, 1) ansehen, sieht man, das die y Koordinate gleich bleibt,
x sich aber um 5 verdndert. Der z Wert andert sich also nicht. Deswegen kénnen wir nur berall 1
hinschreiben fiir den z Wert, und sollte wie folgt aussehen:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Nun fehlt und noch die Kante/ Linie zwischen (3, 3, 1) und (8, 8, 6). Bei den beiden Punkten sieht
man, ahnlich wie am Anfang [(8, 8, 6) und (8, 3, 1)] das die beiden Punkte 5 Felder auseinander sind,
und der z Unterschied ebenfalls 5 Betragt, also 1 pro Feld. Somit kdnnen wir das nun auch eintragen:

8 6
7 5 5
6 4 ? 4
5 3 ? ? 3
4 2 ? ? ? 2
3 1 1 1 1 1
2

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Bei genauerer Betrachtung sieht man sehr gut, dass pro Reihe nach oben hin (also in y Richtung), der
z- Wert immer um 1 gréer wird, nach rechts hin, also bei zunehmendem x Wert, ebenfalls um
jeweils 1 grofRer wird. Man rechnet sich also jetzt fir jeden Fehlenden Punkt der durch ? markiert ist
den richtigen z Wert aus:

8 6
7 5 5
6 4 4 4
5 3 3 3 3
4 2 2 2 2 2
3 1 1 1 1 1 1
2

1

Nun kommt der nachste Punkt dran, P2der die Koordinaten (8, 3, 2), (6, 3, 0), (6, 6, @hd (8, 6, 5)
besitzt. Ich schreibe mir zuerst die z Werte der 4 Punkte ins Raster.

8 6
7 5 5
6 43 4 45
5 3 3 3 3
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Im néchsten Schritt schaue ich, an welcher Stelle ich mir noch Punkte ausrechnen muss

8 6

7 5 5

6 43 47? 45
5 3 37 37 37
4 2 2 27 27 27
3 1 1 1 10 17 12
2

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Im Raster sieht man sehr gut, das es an allen Stellen von P2 zu Uberschneidungen mit P1 kommt.
Deswegen missen wir nun fur jeden Punkt uns zuerst den z Wert von P2 ausrechnen. Da es pro
Reihe bzw. Spalte jeweils einen x bzw. y Unterschied von 1 gibt, ist dies schnell gemacht:

8 6
7 5 5
6 43 44 45
5 3 32 33 34
4 2 2 21 22 23
3 1 1 1 10 11 12
2

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

In diesem Schritt missen wir schauen, ob P1oder P2vorne ist, sprich welches Polygon an der Stelle
Xy einen groferen z Wert hat. An der Stelle (8, 3) z.B. hat P1den Wert 1 und P2den Wert 2. Somit
hat P2den groReren z Wert und P2wird mit dem z Wert 2 gespeichert.

An der Stelle (6, 6) z.B. hat P1den Wert 4 und P2den Wert 3. Somit hat P1den gréeren z Wert und
P1wird mit dem z Wert 4 gespeichert. Das macht man nun fiir jeden Punkt.

Zu beachten ist, dass wenn es 2 gleiche z Werte an einer Stelle gibt, man den zuerst gespeicherten
nimmt und weiter speichert! An der x Stelle 7 nimmt man also die P1 Werte, da die zuerst
3SaLISAOKSNIk o3ST SAOKYySGa ¢dzNRSYH

8 6
7 5 5
6 4 4 5
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5 3 3 3 4
4 2 2 2 2 3
3 1 1 1 1 1 2
2
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Punkt P3ist durch (7, 1, 7), (9, 15), (9, 6, Ound (7, 6, 2)gegeben. Wir schreiben nun, wie schon

zuvor, die 4 Punkte fur P3an.

8 6

7 5 5

6 4 42 5 0
5 3 3 3 4

4 2 2 2 2 3

3 1 1 1 1 1 2

2

1 7 5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Jetzt schreibe ich mir wieder durch ein ? an welche Punkte noch zu berechnen sind.

8 6

7 5 5

6 4 42 57? 0
5 3 3 37 47? ?
4 2 2 2 27 37? ?
3 1 1 1 1 17 27 ?
2 ? ? ?
1 7 ? 5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Erneut berechnet man sich die Werte an den mit ? markierten Stellen. Man sieht wieder deutlich,
wie pro x Koordinate der z Wert um 1 verringert wird, und pro zunehmenden y Wert ebenfalls um 1

verringert wird.

8 6

7 5 5

6 4 42 51 0
5 3 3 33 42 1
4 2 2 2 24 33 2
3 1 1 1 1 15 24 3
2 6 5 4
1 7 6 5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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In diesem Schritt schaut man nun wieder, welcher Wert gespeichert wird, sprich welches Polygon
einen hoheren z Wert hat. Wie schon zuvor geschrieben, bei gleichem z Wert bernimmt/ speichert
man den Wert der zuerst gespeichert wurde:

8 6

7 5 5

6 4 4 5 0
5 3 3 3 4 1
4 2 2 2 4 3 2
3 1 1 1 1 5 4 3
2 6 5 4
1 7 6 5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Punkt P4nehme ich mit (4, 5,-2), (10, 5, 4), (10, 7, 4nd (4, 7,-2) an. Wie schon einige Male zuvor,
schreibe ich mir in den Raster die z Werte des Polygons P4 genauer gesagt die 4 Eckpunkte die
dieses Polygon aufspannen, um dann im néchste Schritt mir die zu berechnenden Stellen mit einem ?
zu markieren

8 6
7 -2 5 5 4
6 4 4 5 0
5 -2 3 3 3 4 1 4
4 2 2 2 4 3 2
3 1 1 1 1 5 4 3
2 6 5 4
1 7 6 5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Der Raster mit den ? schaut wie folgt aus:
6
-2 ? ? 57 57 ? 4
? ? 47 472 57 07 ?

37? 3? 47 1? 4

PN WS oOTO N 0
1
N
w
N

~N| ool
o ool
O oW

10 11 12

Wir wollen uns nun die z Werte an den mit ? markierten Stellen ausrechnen. In x Richtung sieht man
gut, das pro x+1 Wert der z Wert auch um 1 steigt. In y Richtung sieht man, dass sich der z Wert nicht
verandert:

s [ | [ [ [ [ Je6 | [ [ |
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7 -2 -1 0 51 52 3 4
6 -2 -1 40 41 52 03 4
5 -2 3-1 |30 31 42 13 4
4 2 2 2 4 3 2
3 1 1 1 1 5 4 3
2 6 5 4
1 7 6 5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
wSiiT G F2t30 RI a0K2y o0S1lFyyidS {LRASE RS A&
Polygone groRer ist.
8 6
7 -2 -1 0 5 5 3 4
6 -2 -1 4 4 5 3 4
5 -2 3 3 3 4 3 4
4 2 2 2 4 3 2
3 1 1 1 1 5 4 3
2 6 5 4
1 7 6 5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Jetzt haben wir den z- Puffer komplett berechnet fiir die 4 Polygone, und wissen an welcher xy Stelle
welches Polygon gezeichnet wird. Folglich kénnen wir es zeichnen und das Beispiel ist fertig.

8 P1

7 P4 P4 P4 P1 P1 P4 P4
6 P4 P4 P1 P1 P2 P4 P4
5 P4 P1 P1 P1 P2 P4 P4
4 P1 P1 P1 P3 P2 P3

3 P1 P1 P1 P1 P3 P3 P3

2 P3 P3 P3

1 P3 P3 P3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Ausgabe von Linien

‘ Angabe

Gegeben sind zwei Linien, die durch die Endpunkte (1, 5) und (12, 6) sowie (1, 8) und (12, 2) definiert
sind. Geben Sie die erste dieser Linien mit dem Bresenham¢ Verfahren im untenstehenden Raster
aus, und verwenden Sie fiir die zweite Linie das DDA-Verfahren. Geben Sie alle Zwischenschritte der

beiden Algorithmen (gegebenenfalls auf einem Beiblatt) an.

Vorgehensweise
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Ziel ist es, eine Linie mit einem Anfangspunkt und einem Endpunkt zu zeichnen. Bei Bresenham
verwendet man einige Formelnz RA S 0 82/ 3o .. SIBBGCK K Isvdy I dzF 3SF NK NI

Bei DDA rechnet man sich hingegen die Steigung aus, addiert die zum vorherigen y Wert dazu (und
erhéht immer automatisch das x um 1) und rundet y auf den nachstgelegenen, ganzen Wert.

Berechnung Bresenham \

Zuerst Rechnen wir uns die Konstanten aus (fiir Bresenham, also die Linie die durch die Endpunkte (1,
5) und (12, 6) geht). Konstanten sind Werte die sich nicht verandern und somit gleich bleiben:

e Ax = Unterschied in x Richtung
e Ay = Unterschied in y Richtung
e 2Ay =2MalAy

o 2Ay—2Ax =2 MalAy — 2 Mal Ax

Mit den beiden Punkten (1, 5) und (12, 6) kommt man nun auf folgende Berechnung:

e Ax=12-1=11

e Ay=6-5=1

e 2Ay=2x1=2

o 2Ay—2Ax=2-2%11=2-22=-20

Nun schreiben wir uns den ersten zu zeichnenden Punkt an:

Formel i X y
1 5
Den ersten zu berechnenden Punkt berechnen wir durch die Formel:
po = 24y — Ax
Grafisch dargestellt in einer Tabelle sieht das in etwa so aus:
Formel pi X y
1 5
po = 20y — Ax

Wenn wir nun unsere Konstante 2Ay = 2 nehmen und - Ax = 11 rechnen, habenwir 2 — 11 = -9

Formel pi X y
5

po = 2Ay — Ax -9

Wir missen jetzt immer schauen, ob der Wert in der Spalte p; kleiner ist als 0. Wenn dies der Fall ist,
erh6hen wir das x, und das y nicht. Ist p; gréf3er/ gleich 0, erhéhen wir x und y um jeweils 1! In
diesem Fall ist p;=-9, also kleiner als 0. Dadurch erhthen wir nur unser x, aber nicht y!
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Formel pi X y

=
(6)]

po = 2Ay — Ax -9 2 5

Da wir jetzt unseren ersten Punkt berechnet haben, verwenden wir ab jetzt eine andere Formel fur
unser p;:

Piv1 = pi + 24y

Nun schreibe ich in die Spalte Formel die Formel mit der wir unser p; berechnen und rechne es aus.
In unserem Fall ist also p; = py + 2Ay. Setzen wir nun ein, erhalten wirp,; = —9 + 2 was folglich -7
ist. Da -7 kleiner als O ist, erhéhen wir x um 1, und y nicht!

Formel pi X y

1 5

po = 2Ay — Ax -9 2 5

p1 = po + 2Ay -7 3 5

Dies wiederholen wir, bis wir einen p; Wert groRer/ gleich 0 erhalten.

Formel pi X y

1 5

po = 2Ay — Ax -9 2 5

p1 = po + 24y -7 3 5

p2 = p1 + 2Ay -5 4 5

pz = p + 2Ay -3 5 5

ps = p3 + 20y -1 6 5
ps = ps + 24y 1

Bei ps = p4 + 2Ay haben wir beim Wertp; = 1 einen Wert grofRer/ gleich 0. Somit wird nun auch
endlich nicht nur das x, sondern auch das y erhéht.

Formel pi X y

1 5

po = 24y — Ax -9 2 5
p1 = po + 24y -7 3 5
p2 = p1 + 24y -5 4 5
pz = pp + 2Ay -3 5 5
ps = p3 + 20y -1 6 5
ps = py + 20y 1 7 6

Immer wenn das y auch erhoht wird, muss man das néchste p; durch die Formel

Pi+1 = pi + 24y — 2Ax
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berechnen. In unserem Fall erhdlt man also fiir pg = ps + 2Ay — 2Ax = 1 4+ (—20) = —19. Da-19
kleiner 0 ist, erhdht man erneut nur das x, und das y nicht, und rechnet wie zuvor mit der Formel
Pi+1 = p; + 2Ay weiter.

Formel pi X y

1 5

po = 2Ay — Ax -9 2 5
p1 = po + 2Ay -7 3 5
p2 = p1 + 2Ay -5 4 5
p3 = pp + 2Ay -3 5 5
ps = p3 + 27y -1 6 5
pPs = ps + 27y 1 7 6
Ps = Ps + 20y — 2Ax -19 8 6
p7 = pe + 27y -17 9 6
pg = py + 2Ay -15 10 6
po = pg + 24y -13 11 6
P10 = Do + 20y -11 12 6

Mit x = 12 und y = 6 haben wir unseren Endpunkt erreicht, und brauchen somit keine neuen Punkte
zu berechnen.

Berechnung DDA

Nun kommt die Berechnung der zweiten Linie mit den Punkten (1, 8) und (12, 2) und dem DDA
Verfahren.

Zuerst Rechnen wir uns, wie schon zuvor beim Bresenham, zuerst die Konstanten aus.

Ax = Unterschied in x Richtung
Ay = Unterschied in y Richtung
xInc = x Koordinate des Startpunktes ??? ToDo nicht ganz sicher ???

yinc = 2—3; ??? ToDo nicht ganz sicher ???

Mit den Punkten (1, 8) und (12, 2) erhéalt man folgende Berechnungen

Ax=12-1=11
Ay=8-2=—6

xInc =1

£ = —0,545454 Periodisch

yinc = ™

Die y;,1 Werte rechnet man sich jeweils mit der Formel

Yiv1 =Y +yInc

aus und rundet dann auf ganze Zahlen, wahrend man jeweils das x um eins erhéht. Da wir noch
keinen Punkt berechnet haben, nehmen wir also fir unser y,den y Startpunkt, also y, = 8 da der
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Startpunkt ja (1, 8) ist. Fir x und y nehmen wir die jeweiligen x bzw. y Koordinaten des

Anfangspunktes, also fur x 1 und fiiry 8.

Formel

Vi

Vo = Startwert y

8

Mit der Formel y; 1 = y; + yInc kdnnen wir uns nun y; = y, + yInc ausrechnen. Unser y, ist 8 und

unser yInc betragt ;—f Somit erhalten wir ~7,45. Das x erhéht man automatisch immer um 1!

Formel Vi X y
Yo = Startwerty 8 1 8
Y1 = Yo + yInc 7,45 2

Das y berechnet man, wie schon kurz zuvor beschrieben, indem man sich y;,; = y; + yInc
ausrechnet und anschlieBend auf die néchste, ganze Zahl rundet. In unserem Fall liegt 7,45 néher bei

7, und folglich rundet man das y dann auf 7

Formel Vi X y
Yo = Startwert y 8 1 8
Y1 = Yo + yinc 7,45 2 7

Bei y, = y; + yInc kommt man auf 6,91, was ndher bei 7 liegt. Somit hat man fiir x=3 einen y=7.

Formel Vi X y

Yo = Startwert y 8 1 8
Y1 = Yo + yInc 7,45 2 7
Y, =y, + yinc 6,91 3 7

Nun rechnet man so weiter, bis man beim Endpunkt (12, 2) ankommt.

Formel Vi X y

Vo = Startwerty 8 1 8
Y1 = Yo + yinc 7,45 2 7
Y, = y1 + yInc 6,91 3 7
Y3 =y, + yInc 6,36 4 6
V4 =Yz +ylnc 5,82 5 6
Vs =y, + yInc 5,27 6 5
Ve = Y5 + yInc 4,73 7 5
V; = Ye + yInc 4,18 8 4
Vg = y; + yInc 3,64 9 4
Yo = yg + yInc 3,09 10 3
V1o = Yo + yInc 2,55 11 3
V11 = Y10 T yInc 2 12 2
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Am Schluss muss man nur noch die Punkte die die Linie bilden vom Bresenham Beispiel und DDA im

Raster eintragen. Hier noch ein Mal die zu zeichnenden Punkte der jeweiligen Linien:

Bresenham (B) DDA (D)

X y X y

1 5 1 8

2 5 2 7

3 5 3 7

4 5 4 6

5 5 5 6

6 5 6 5

7 6 7 5

8 6 8 4

9 6 9 4

10 6 10 3

11 6 11 3

12 6 12 2
Das Ergebnis sollte wie folgt aussehen:
8 D
7 D D
6 B B B B B B
5 B B B BD D
4 D D
3 D D
2 D
1

1 2 3 6 7 8 9 10 11 12

Natural Cubic Splines

‘ Angabe

Gegeben sind die folgenden Stutzpunkte:

w PunktP1l:(-1,1)
w PunktP2:(0, 3)
w PunktP3:(1,0)

Weiters ist gegeben dass der Anstieg beider Splines im Punkt P2 mit -5 angenommen werden soll,
und dass auBerdem die zweite Ableitung am Punkt P2 fiir beide Kurven -10 betrégt.

Wie lautet die explizite Form (d.h. die Formy = ax® + bx? + cx+ d mit 4 Koeffizienten pro
Segment, und daher insgesamt 8 Unbekannten fur die beiden Segmente zusammen.) der beiden

Polynome?

Seite 14 von 54



Die Graphik zeigt einen Plot der beiden Kurvensegmente die als Resultat dieser Interpolation
entstehen (wurde auch ein Mal bei einer Prifung zur Verdeutlichung/ Visualisierung angegeben, aber

meistens wurde es weggelassen).
//.
Ve 2
/ \

-1 / -0.5 0 S ——

.
N,

Vorgehensweise

Bei diesem Beispiel wollen wir die explizite Formy = ax® + bx? + cx + d anschreiben. Damit wir
dies kdnnen, missen wir uns die Fehlenden Variablen ausrechnen, also a, b, ¢ und d.

Wir haben jeweils s;bzw. s, die unsere y sind und auch das Ergebnis der Gleichungy = ax® +

bx? +cx +d.

5/ AY RSNJ !y3aroSy &adSKiG a2SAG0SNA Aad 3S3IsoSy RI
Fy3aSy2YYSy 6SNRSY dagEtgébdisTer ésted Blgitung. A NJ | dzO K

5dz2NOK oadzyR RIFIaa | dziSNRSY RAS T gSA-18 bSUSNAdmIGR
wir auch das Ergebnis der zweiten Ableitung und y.

Somit brauchen wir nur die erste und zweite Ableitung vony = ax® + bx? + cx +dzu bilden,

eina SGT Syxz NBOKYySys dzY¥F2NXSyz 6ASRSNI SAyasSaiSys N
Am Schlusswirdiny = ax® + bx? + cx + d eingesetzt, vereinfacht so weit es geht und die Aufgabe

ist gelost.

Skizze

Zuerst zeichne ich mir eine Skizze, damit ich in etwa weil’ wie alles aussehen soll und auch ein wenig
abschétzen kann, ob die Ergebnisse stimmen kénnten:
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P1 e
P3

\ Berechnung mit P1 und P2 \

Zuerst schreiben wir uns die Punkte in einer etwas anderen Form an. Allgemein gesagt kann man
F2f 3SYRS oQéhNN &2 aSA dREESAY ad Fy3aS3ISoSySy ! yoSA:
f

Y'Y SAYyFIOK RFa Ay ada | y3S3S oyEebislinadeMdd Blosghieiit KA y & O
man nicht "y Koordinate von P1" hin sondern das Ergebnis der Anweisung, also konkret den Wert
den die y Koordinate P1 hat.

CNNJ RAS SNBRGSY H tdzy1idS 6twm dzyR tH0O aOKlFdzi RAS a

e 5;("xKoordinate von P1") = "y Koordinate von P1"
e 5;("xKoordinate von P2") = "y Koordinate von P2"
e 5,'(0) =" Anstieg beider Splines im Punkt P2"

e 5,"(0) =" zweite Ableitung am Punkt P2"

KIdzi RAS

O

CNNJ RAS yNOKaidSy H tdzy1dS 6twu dzyR to0 &

e s,("xKoordinate von P2") = "y Koordinate von P2
e s,("xKoordinate von P3") = "y Koordinate von P3"
e 5,'(0) =" Anstieg beider Splines im Punkt P2"

e 5,"(0) =" zweite Ableitung am Punkt P2"
Im n&chsten Schritt setzen wir nun ein:
s;(-1)=1 s5(0)=3 s'(0)=-5 s,"(0)=-10
5,(0)=3 s,(1)=0 s,’(0)=-5 s,(0) =-10

Danach schreiben wir uns die explizite Formy = ax® + bx? + cx + d jeweils an, leiten ab da wir ja
z.B. s;" und s;"" in der Rechnung haben. Damit wir gut weiterarbeiten kénnen, schreiben wir auch
erneut den Schritt davor noch ein Mal an. Zu beachten ist, dass man bei s; immer bei den Variablen
variable; schreiben muss, wahrend man bei s,folglich variable, schreiben muss.
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Da die explizite Form immery = ax® +bx? +cx+dist, kann man also immer folgendes
anschreiben (abgesehen von den konkreten Werten in Zeile 1, die wir ja zuvor bestimmten):

51(_1) =1 51(0) =3 51,(0) =-5 51”(0) =-10
52(0) =3 52(1) =0 SZI(O) =-5 52”(0) =—-10

s1(x) = a;x® +byx? +¢x+d,
s,(x) = a,x® +byx? +cx+d,

s (x) =3a;x% +2b1x + ¢4
s,' (%) = 3a,x% + 2b,x + ¢,

51" (x) = 6a;x + 2b;
s, (x) = 6a,x + 2b,

Wie beginnen jetzt mit dem einsetzen fur P1 und P2. Dazu nehmen wir uns die erste Gleichungen in
Zeile 2 (s;(x) = a;x® + b;x? +¢;x +d,) her.

Wir haben, wie es auch in der ersten Zeile zu finden ist, ja 2 s; Werte, namlich s;(—1) = 1 und
51(0) = 3. Wir setzen nun s;(—1) = 1 und s, (0) = 3 in die Gleichung jeweils ein:

s;(=1) =1=>a,(-1)% +by(-1)% +c;(-1) +d4
5,(0) =3 =>a,(0)® +b;y(0)% +¢;(0) +d,

Da wir in Zeile 2 bei s;(0) = 3 immer einen Ausdruck Mal 0 rechnen, folglich 0 erhalten, kénnen wir
uns dort einfach d; ausrechnen da alles andere wegfallt:

5,(0) =3 =>a;(0)® +b,(0)*> +¢;(0) +d; =>0+0+0+d; =>3=4d,

Das errechnete d; wird jetzt in die andere Gleichung eingesetzt:

51(-1) =1=>a,;(-1)% +b;(-1)? +¢;(-1) +d; =>a;(-1)® + by (-1)? +¢;(-1)+3
Im néchsten Schritt rechnen wir weiter, so gut es geht

51(_1) =1=> al(_l)S + bl(_l)z + Cl(_l) + 3=> al(_l) + b1(+1) + Cl(_l) + 3=>
51(_1) =1=> —aq +b1 —C + 3

Wirwollena; I £ £t SAYS | dzZF SAYSNI { SAGS ailSKSyY-1r1pnity =
in die Rechnung bringen, da wir dort ja eine 3 haben:

s;(-1)=1=>-a;+b; —¢;+3=> s5;(-1)=>—-a;+b;—c;+2=>a,=b; —c¢; +2
Da wir jetzt nicht mehr weiter rechnen kénnen, schauen wir uns die beiden Ableitungen von s; an:
s (x) =3a;x% +2byx + ¢4

51" (x) = 6a;x + 2b;

Da wir fiir s;"(0) = —5und s,"(0) = —10 gegeben haben, setzen wir das nun ein. Nicht auf das
ersetzen von x = 0 vergessen:

51,(0) =—-5=> 331(0)2 + 2b1(0) + Cq
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5" (0) = =10 => 6a,(0) + 2b,

Beginnen wir mit dem ausrechnen. Viel fehlt weg da Ausdriicke Mal 0 gerechnet werden:
5,/(0) = —=5=>3a,(0)+2b;(0)+¢;,=>-5=0+0+c;, =>-5=¢

s;"(0) = =10 => 6a,(0) + 2b; => —10 =0+2b; => —10 = 2b; => —-5=b,
Fassen wir nun kurz Zusammen was wir bisher schon ausgerechnet haben:

b=-5 ¢ = -5 d; =3

Uns fehlt also nur noch a;. Bei einer Rechnung zuvor, s;(—1) =1=>—-a; +b; —¢; +3 =>
51(_1) => —aq + b1 —C1 +2=> a; = b1 —Cq +2 haben er unser aq m|t H|Ife von b1 Und Cq
schon angeschrieben. Da wir die beiden Werte jetzt ausgerechnet haben, kdnnen wir einsetzen:

a;,=b;—c;+2=(5—-(-5+2=-54+45+2=2

Alle Variablen sind nur berechnet:a; =2 b;=-5 ¢ = -5 d; =3

Wir kénnen folglich in unserer Gleichung s; (x) = a;x® + b;x? + ¢;x + d, einsetzen:

s;(x) = a;x® +byx? +c¢x+d; =>2x3 + (=5)x% + (=5)x+3

'Y {OKfdzad y20K al dzZaNBOKYySyda dzyR YAG RSY SNEGSY

s;(x) = 2x% + (=5)x? + (-5)x+ 3 =>2x® —5x* —=5x+3

Berechnung mit P2 und P3

Dasselbe machen wir nun auch mit P2 und P3, also s, (x) und seinen Ableitungen. Der Vollstandigkeit
halber rechne ich in dieser Ausarbeitung alles, werde aber nicht auf Details eingehen da diese schon
zuvor beschrieben wurden. Zur Erinnerung, so sehen unsere Gleichungen aus:

5,(0)=3 s,(1)=0 s,’(0)=-5 s,"(0) =-10

s,(x) = ayx3 +byx? +cyx+d,

sy' (%) = 3a,x% + 2byx +cy

s,""(x) = 6a,x + 2b,

Wir setzen wieder ein, also s,(0) = 3 ins,(x) = a,x3 + byx? + c;x + dy:
5,(0) =3 =>a,(0)® +by(0)? +¢,(0) +d,
5,(0)=3=>0+0+0+d, =>3 =d,

Jetzt mit s, (1) = 0:

5;(1) =0=>a,(1)% +b(1)? +c,(1) +d, =>a, +b, +c, +d,

Das zuvor ausgerechnete d, setzen wir ein:
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s,(1)=0=>a, +b, +c; +dy, =>0=a, +b, +c;+3=>a,=—-b,—c, —3
Da wir nicht weiter kommen, nehmen wir die erste Ableitung her:

s,' (%) = 3a,x? + 2byx + ¢, mit s,’(0) = =5

s,'(0) = =5 =>3a,(0)? 4+ 2b,(0) + ¢, =>-5=0+0+c, =>—-5=c,

Da wir nicht weiter kommen, nehmen wir die zweite Ableitung her:

s,""(x) = 6a,x + 2b, mit s,”(0) = —10

s,"(0) = =10 => 6a,(0) + 2b, =>—10 =0+ 2b, => -5=b,

Ergibt: b, =—5 ¢, =-5 d, =3

Da nur mehr a, fehlt, nehmen wir die Gleichung a, = —b, — ¢, — 3 und setzen ein:
a,=—(-5)—-(-5)—-3=>a,=54+45-3=>a,=7

Alle Variablen sind berechnet, und kénnen nun in s, (x) = a,x® + b,x? + c,x + d, eingesetzt
werden, und somit ist das Beispiel erledigt:

s,(x) = 7x% — 5x® —5x + 3

Cubic Splines

KKK 21Fa ! YOISNAOKASR Tdz blFddz2N¥ t /dzoAO {LXAYySazxX KI
ist bekannt, dass der erste Abschnitt einen Wendepunkt an der x-Koordinate-n ®p ¢ KKK

‘ Angabe ]

Gesucht ist die explizite Form einer Cubic Spline. Die explizite Form ist eine Gleichungy = ax 3 +
bx? + cx + dmit 4 Koeffizienten pro Segment, und daher insgesamt 8 Unbekannten fir die
beiden Segmente zusammen.

Gegeben sind die folgenden Stutzpunkte:

w PunktP1:(-1,0)
w PunktP2:(0,1)
w PunktP3:(1,-2)

Beide Splinesegmente weisen im Punkt P2 die gleiche Tangentensteigung von -2 auf, und zusétzlich
ist bekannt, dass der erste Abschnitt einen Wendepunkt an der x-Koordinate -0.5 und der zweite
Abschnitt einen Wendepunkt an der x-Koordinate 0.5 besitzt.

Vorgehensweise

grundsatzlich gibts 2 gleichungen 3. grades:

z.b.
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alx3+blxz+clx+d=0
a2x3+b2x2+c2x+d=0

... hun missn die insgesamt 8 unbekannten aufgrund diverser definitionen errechnet werden (z.b.
sind dann ein paar punkte in koordinaten angegeben, oder es gibt ein paar definitionen von

anstiegen usw.).
??? ToDo ??7?

\ Berechnung ’
??? ToDo ?7?

Hermite Splines

\ Angabe ]

Gesucht sind die parametrischen Formen zweier Hermite Splines. Die parametrische Form ist eine
Vektorgleichung P(u) = au® + bu? + cu+d mit 8 Koeffizienten pro Segment, und daher 16
Unbekannten flr die beiden Segmente insgesamt. Das erste Segment geht vom ersten zum zweiten
Kontrollpunkt und das zweite Segment vom zweiten zum dritten Kontrollpunkt. Zuséatzlich soll der
Ubergang vom ersten auf das zweite Segment C1 stetig sein.

Gegeben sind die folgenden Stutzpunkte:

w PunktPl:(-1,1)
w PunktP2:(0,2)
w PunktP3:(1,2)

Und folgende Tangenten:

w Tangente im PunktP1: (1,5)
w Tangente im PunktP2: (0, 2)
w Tangente im PunktP3: (1, 0)

Vorgehensweise
2 -2 1 1 Pk a
. . -3 3 -2 -1 Pr+1 b\ ..
Einfach in die Formel 0 0 1 o * Dpy c | einsetzen, ausrechnen und das war
1 0 0 0 Dpjcsq d
es.
Berechnung
2 -2 1 1 Pk a
-3 3 =2 -1)|_[ Prn1 b
0 0 1 0 Dpy. ¢
10 0 0 Dpics1 d
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pr und py4 sind jeweils die Punkte (P1 und P2 bzw. P2 und P3) und Dp;, und Dp,.,, sind jeweils die
Tangentenpunkte (Tangente im Punkt P1 und Tangente im Punkt P2 bzw. Tangente im Punkt P2 und
Tangente im Punkt P3).

Wir setzen nun fiir das erst Polygon ein:

5 o 1 1 (-1,1) 2% (—=1,1) —2%(0,2) +1*(L5) +1x(0,2)
3 3 _2 _1 (02) | _[=3*(=11) +3%(02) —-2%(15) —1%(02)
0 0 10 /" @5 [T\ ox(=1,1) 40%(0,2) +1x(15) +0x(0,2)
10 00 0,2) 1#(=1,1) +0%(0,2) +0x*(15) +0x(0,2)

(=15)

-9
(1,5)

(=11)

Wir setzen nun fiir das zweite Polygon ein:

5 o 1 1 0,2) 2%(0,2) —2+(1,2) +1%(02) +1=x(1,0)
3 3 _2 _1 (12) | [ -3%(02) +3%(12) —2+(0,2) —1%(1,0)
0 0 1 0 02) |7\ 0%(02) +0%(1,2) +1%(0,2) +0*(1,0)
10 00 (1,0) 1%(0,2) +0x(1,2) +0x(0,2) +0x*(1,0)

(-12)
[ @-9
(0,2)
(0,2)

Die Ergebnisse setzen wir nun in unserer Gleichung aus der Angabe P(u) = au® +bu? +cu+d
ein:

P(w) = (-1,5u® + (1,—-9u? + (1,5)u+ (-1,1)

P,(w) = (—1,2)u® + (2,—4)u?® + (0,2)u + (0,2)

Constructive Solid Geometry (kurz CSG)

Angabe

Gegeben ist die im linken Raster aufgezeichnete schwarze Flache:
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Grundbausteine

O =~ N W H OO N © O©

0123456789 11112131415 ’

N C

Skizzieren Sie einen 2D¢CSG Baum, der die oben angegebene schwarze Flache mit mdglichst wenig
Endknoten représentiert.

Als Endknoten (geometrisches Grundobjekte) sind dabei ausschliefflich die drei neben dem Raster
angegebenen schwarzen Figuren zu verwenden, die nicht rotiert oder skaliert, sondern ausschlie3lich
verschoben und durch die drei CSG-Operationen (Vereinigung, Durchschnitt und Subtraktion)
verbunden werden dirfen. Der Raster rund um die Grundbausteine gehért nicht zu den Bausteinen
selbst, sondern dient nur dazu ihre Gréi3e (3 mal 3 mit Loch in der Mitte etc.) deutlich zu zeigen.

Geben Sie im CSG-Baum die Platzierung der Endbausteine in Pixelkoodinaten in Bezug auf die linke
obere Ecke des Bausteins an. (0,0) wirde beispielsweise einen Baustein in der linken unteren Ecke
des Rasters angeben.

Beachten Sie bitte auch dass es mehrere relativ gute Lésungen gibt und Sie nicht unbedingt die
effizienteste Version angeben mussen um alle Punkte zu bekommen. Sie missen auch nicht
unbedingt alle Bausteinsorten verwenden.

Vorgehensweise

Nur durch Grundbaustein A, B und C muss die gegebene schwarze Flache dargestellt werden. Es gibt
keine allgemeine Vorgehensweise wie man diese Aufgabe am besten |6st.

Ich mache es so, dass ich mir die groten Steine her nehme (von der schwarzen Flache her
genommen), da umso mehr Flache man schwarz farbt durch einen einzigen Stein, umso weniger
Steine braucht man rein theoretisch. Damit baue ich Mal grob die schwarze Form zusammen, so gut
es geht.

5l yy &aO0OKFdz$S AOKZ ¢l & YAN y20K FTSKfd dzyR i OK RdzN
I dzZOK aOKI dzSy Ydzaa YIys ¢l a adzYASTFNNDGIGaG 6SNRSY Y
spater auch durch einen kleinen) auch etwas schwarz wurde, was weill gehort, und ich durch eine

Subtraktion wieder weg bekommen kann.
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Berechnung

Man konnte in dem Beispiel fast alles mit Baustein C einfarben, die paar Stellen die uber bleiben oder
sehr vertikal Funktionieren, mit B. Da dadurch man aber viele Steine braucht (B und C farben jeweils
3 Felder, C hingegen aber 8!), es nicht optimal ist, beginne ich mit Grundbaustein A.

Zur besseren Darstellung wurden die Blocke eingefarbt:

Ich nehme mir nun Grundbaustein A her, und schaue wo er tberall hinein passt:

O = N Wk~ 01 OO N 00 O

0123 45 6 7 89 101112131415

Damit an der einen Stelle es nicht schwarz wird durch Grundbaustein A, verwende ich Grundbaustein
C (Subtraktion) um die Stelle wieder weif3 zu farben. Dasselbe kann man auch auf der linken Seite
oben machen:
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O -~ N W bh O OO N 0 ©

0123456 7 89 101112131415

Es fehlen uns nun noch die 5 Stellen (8, 4), (8, 5), (9, 3), (10, 3) und (10, 5). Da der Grundbaustein A
sehr grold ist, genau die Punkte schwarz farbt, verwenden wir ihn. Das Problem ist dann nur, dass
Stelle (8, 3) ebenfalls schwarz gefarbt wird, obwohl sie weild bleiben soll. Deswegen wenden wir dann
Grundbaustein B an. Man kénnte aber auch Grundbaustein C verwenden. Da wir Grundbaustein B
noch nicht verwendet haben (was man aber auch nicht muss!) verwende ich diesen:

O -~ N W b~ O OON 00 ©

0123 4567 89 11112131415

Nun haben wir mit 4 Mal Grundbaustein A (griin), 1 Mal Grundbaustein B (rot) und 2 Mal
DNHzy ROl dzA G0 SAy / 606flkdzd RAS aOKgl NI S Cft NOKS &2 ay

JetztfehltnurnoOK RAS aYlF 0KSYI GA&AOKS & {BaukNBwrbigegthaa S Ay C?2
alles nur visuell machten. Dazu nehmen wir die einzelnen Grundbausteine her und schreiben die
Operationen wie folgt an:
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e Vereinigung: U
e Durchschnitt: n
e Subtraktion: \

Wichtig ist, dass man auch Klammern machen muss! In unserem Fall brauchen wir z.B. um das

aDSoAf RS4 NBOKG&a 208y o616 tAyla 205y 1dz YI OKSy
(Subtraktion) davon den blauen Grundbaustein C ab, und das ERGEBNIS davon nehmen wir mit den

anderen Bausteinen zusammen. Folglich wiirden wir schreiben (A\C) U (A\C) um die jeweiligen

a! yiSNBENBSoyArAaasSa 1dz SAySY a9NBSoyAaa T1dal YYSy 1

Dies mache ich jetzt fiir alle Grundbausteine:

(A\C) U A U (A\C) U (A\B) also, A ohne C (fiir oben rechts), A (fir unten), A ohne C (fir oben links),
A ohne B fur unten.

Im néchsten Schritt geben wir die Koordinaten an, sprich wo A, B und C platziert werden.

ACHTUNGu beachten ist, dass man in diesem Beispiel immer die obere linke Ecke der Bausteine
verwendet bei der Koordinatenangabe, bei einigen Prifungen verwendet man aber die untere linke
Ecke. Weiters zu beachten ist, dass man wirklich die Ecke des Grundbausteines, NICHTS die Ecke der
schwarzen Schattierung!

Wenn wir nun die Koordinaten mit angeben, haben wir aus (A\C) U A U (A\C) U (A\B) folgendes
gemacht:

[A(11,9)\C(10,9)] U A(8,7) U [A(6,9)\C(7,9)] U [A(7, 6)\B(6, 4)]

Somit haben wir die angegebene Flache nur mit den Grundbausteinen A, B und C in einem CSG-
Baum dargestellt, und das Beispiel ist erledigt.

27?2 Weik leider nichtobman dzOK SA Yy Sy NA OK imas&?® o . | dzya 1

Quadtree und CSG

(p))
>
O
A
<
(V)]
<

‘ Angabe \

Gegeben ist folgende schwarze Flache (der Raster gehort nicht dazu):
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1
12 3 4 5 6 7 8 9

a. Zeichnen Sie einen Quadtree, der diese schwarze Flache repréasentiert. Geben Sie dabei klar
an, welche Anordnung die Unterknoten im Quadtree haben (z.B. 1-2-3-4 oder 1-3-2-4).

b. Skizzieren Sie einen 2D¢CSG Baum, der die oben angegebene schwarze Flache mit mdglichst
wenig Endknoten reprasentiert. Endknoten (Primitive) sind dabei Quadrate (Rechtecke mit
gleich langen Seiten),die durch ihre linke untere und obere rechte Ecke im Raster angegeben
werden (z.B. ((1, 1), (2, 2) fur das Quadrat ganz unten links.).

' Vorgehensweise
Cdzy 1 G A 2y A S NICondituctyvd Sblid GeontetByd( (kux CSG) das schon zuvor beschrieben
wurde. Das Beispiel mit Quadtree kam schon lange nicht mehr, wird der Vollstandigkeit halber aber
SNJ ft NNI @ b2 N¥YI f SNBGdtraeSundCIGHR S Goiétrudtiie SORISGEometryd
Beispiel gegeben.

9a& TFdzyl GA 2y GoStNbtive3didCaoDdérydeshA SRSoNJ ANR GS | yiSNEOKA SR
keine vorgegebenen Formen hat, stattdessen aber nur Quadrate nutzen kann. Sprich man hat

C2N¥YSy YAG WMEMI HEHIZ o0EoX nEnIX {OKIGGASNHzy IO
zusammenstiickelnA Y RSNJ w838t SAYy Tl OKSNI 3SKG o616 YIy £ SA
1x1 verwenden kann. Dies ist vielleicht auch ein Grund, warum das Beispiel nicht mehr kommt.

Berechnung \

Ich habe folgende Benennung:

e A:1x1 Quadrat
e B:2x2 Quadrat
e (C:3x3Quadrat
e D:4x4 Quadrat

In einer Tabelle dargestellt (zur leichteren Weiterverarbeitung und ausbessern mdglicher Fehler)
schaut die Angabe so aus:

(62 BN e >IN e o J (o]
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
LOK ¢NNRS ydzy 5 .f101S 1TdSNBRG ol SAOKSishatEr R RA ¢
NoSNIff YAG 1fSAYSNBY . | O] Buwid ABBdeiv&wehdenTfallkK NS a > 4
jemand eine bessere Losung hat, bitte mir schicken!). Nach A, B bzw. C schreibe ich eine Zahl, damit
man weis welche schwarzen Felder zu welchem Block dazu gehdren, wo welche Block verwendet
wurde...

[
 C1-A3 (]

et

P NW oo N OO

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ich verwendete also A bei A1 und A2 um die Locher zu fillen die noch zu fillen waren, und A3 um C1

wieder umzufarben.

Bei B verwendete ich alle B zum farben auf schwarz.

C verwendete, ich um den groRen 3x3 Block rechts unten schwarz zu farben (C1) und noch ein Mal
bei C2 (das noch runter gehen um 2 Einheiten in ¢y Richtung, falls das Raste auch in y Richtung
negative Werte hatte), um von C1 es wieder auf weil3 zu farben.

In Summe macht das 3 A Quadrate, 6 B Quadrate und 2 C Quadrate=>11 Quadrate.

all Y22NRAYIGSY o0tAy1S dzyiSNB 901S Ifta awSFSNByI
Buchstaben zuerst) wiirde es wie folgt aussehen: B(2,6) U B(4,6) U B(6,5) UB(3,3) UB(3,1) U
B(5,4) U A(2,2) U A(6,7) U [C(6,)\A(7,3)\C(6,—1)]

Somit haben wir die angegebene Flache nur mit Quadraten in einem CSG- Baum dargestellt, und das
Beispiel ist erledigt.

2?? Weilk leider nichtob manaucheinSy NA OKGA IS roussk?@zyd 1 SAOKy Sy

Transformationen

Angabe
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Gesucht ist die Matrix die Punkte vom Welt-Koordinatensystem (WKS) in das Kamera-
Koordinatensystem (KKS) transformiert. Es wird dabei ein rechts- hdndiges Koordinatensystem fir die
Kamera angenommen und weiters sind gegeben:

Blickrichtung V = (0, -3, 0), Up-Vektor U = (2, 0, 0) und Position P = (3, 4, 5) (alle im WKS). Dabei legt V
die z-Achse des KKS fest und U wird verwendet, um die y-Achse des KKS zu bestimmen. Welche
Koordinaten besitzt der Punkt P im KKS?

' Vorgehensweise

Zuerst mussen wir eine Verschiebung durchfiihren, danach um -90° auf x- Achse drehen und danach
um 90° auf z- Achse.

1. Verschieben y
2. -90° x
3. 90°z

Damit wir das aber machen kdnnen, missen wir uns zuvor einige Sachen ausrechnen und bedienen
uns einigen Formeln.

Formeln

a by azbz —azb,
Allgemeine Formel fiir Kreuzprodukt zweier Matrizen (az)x (bz) = <a3b1 — a1b3)

az b3 a1b2 - azb1
V. = V
o
_ UxVy
Ul
U, = V,xLy,
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Ly, Ln, L, O
U,, U
Rotation: R = "™ "™ Un, 0
an Vny Vnz 0
0 o0 0 1
10
Translation (verschieben): T = g (1)
0 0 1

0 0

Rotation um x Achse: R = cos®  —sinB

0 0

cos©6 0 sinb
Rotation umy Achse: R = : 1 0
’ —sin® 0 cosO

0 0 0

cos® —sinB6 0

Rotation um z Achse: R = | Sin®  cos6 0
0 0 1

0

0 0

o = O O
U
N’t‘étkw

o \/

1
0
0 sin® cos® 0
0

0

1

_ o0 o

—_ OO o

K K6 NI dzOK (i

YIyY

0SAY

//braucht man bei dem Beispiel nicht.

K K06 NI dzOK (i

Yy

0SAY

awSLISEOA

awSLISOA

Berechnung

Beginnen wir mit der Blickrichtung V = (0, -3, 0). Wir setzenin V,, = IL

vV _ (%) =<_23)= 2
T

0 0

4

ein;

Jetzt kommt der Up- Vektor U = (2, 0, 0) an die Reihe und setzen anschlieBen das errechnete V,, von

Zuvor ein:

oo, (1) ()

)

L, =

3

lul

3

(

2
0
0

)

Nun dividiert man aus und erhalt folgend Ausdruck, mit dem man weiter rechnet:

1 0 0%x0—0%0 0—0 0
0 0 1+(=1)—0%x0 -1-0 -1

Im néchsten Schritt, rechnen wir uns U,, mit der Formel U,, = V,,xL,, aus:
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0 0 D*(=1)—-0x0 1-0 1
Un=VnXLn=(—1>X<O>= 0x0—-0x*(—1 =<0—0)=<0)
0 -1 0+x0—(—1)=*0 -1-0 0
5AS dzy 0 SNJGSHAANTHS K0SYA OKNA SOoSy Sy {OKNRAGUS 6SNRSYy y
Da wir 3 Koordinaten haben (laut Angabe), brauchen wir eine 4x4 Matrix. Wir flllen sie mit O, auRer
in der einen Diagonale von links oben nach rechts unten:

1 0 0 O
01 0 0
0 010
0 0 0 1

Nun setzen wir die Werte aus der Angabe (P = (3, 4, 5)) ein in die Formel fiir Translation:

1 0 0 —P 1 0 0 -3
T:010—Py:010—4
0 01 —-P, 0 01 -5
00 0 1 0 0 0 1

Jetzt kommt die Rotation dran. Wir errechneten zuvor ja folgendes:

0 1 0
Ly={0 Uy,=1{0 Vh=1{-1
-1 0 0

und setzen in die Formel fiir die Rotation ein:

bne Lny  Ln, 0 00 -1 0
Re| U Uny U, O _[1 0 0 0
Vo, Vi v, 0 0 -1 0 0
v 0 0 01
0 0 0 1
Unser Ergebnis berechnen wir mit RxT
0 0 -1 0 1 0 0 -3 0 0 -1 5
_[ 1 0 0 0 01 0 —4)y_(1 0 0 -3
BxT=10 -1 0 0 /*lo o1 —5)/\o -1 0 4
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 -1 5
Laut Repetitorium- Folien ist 01 _01 00 13 das Ergebnis, was ich personlich etwas fraglich
. 5 0 0 VO A1 . . 3 .
finde,daa DS adzOKi A&0 RAS al dNAEa 3IASTFNIIG A&dG dzy R a2 S

Im Repetitorium gerechnet \

Zusatzlich ist in den Repetitorium Folien auch folgendes gerechnet, weil3 aber nicht wozu, da es zum
selben Ergebnis fihrt, aber komplett anders funktioniert und der letzte Schritt fir mich nicht
nachvollziehbar ist

Bei einer allgemeinen Rotation um die x- Achse hat man folgend Matrize:
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0 0 0

cos® —sin® 0
sin® cos®6 0

0 0 1

[N ey

Wir wollen eine Rotation um -90° auf der x Achse durchfiihren und setzen -90° ein

1 0 0 0 1 0 0 O
Rl = 0 cos(=90°) —=sin(=90°) O)_(0 0 1 O
0 sin(=90°) cos(—90°) O 0 -1 0 0
0 0 0 1 0 0 01

Bei einer allgemeinen Rotation um die z- Achse hat man folgend Matrize:

cos® —sin® 0

R = sin® cos® 0
0 0 1

0 0 0

== =]

Wir wollen eine Rotation um 90° auf der z Achse durchfiihren und setzen 90° ein

cos® —sin®@ 0 0 cos (90°) —sin(90°) 0 0O 0 -1 0 0

R2 = sin®@ c¢cos6 0 O sin(90°)  cos(90°) 0 O)_(1 0 0 O
0 0 10 00 10 00 10

00 01 0 0 0 1 00 0 1

In den Repetitorium Folien steht nur drinnen, dass Translation und die 2 Rotationen zusammen
0 0 -1 5

1.0 0 -3 ergeben, aber nicht wie man darauf kommt. Wenn man R1xR2 =

0 -1 0 4
0 0 0 1
1 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0)y_({0 0 1 O : ;
0 -1 0 0>x 00 1017121 0 0 o rechnet, und dann dies mit der
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 -3
Translation T = (8 (1) (1) :g rechnet, kommt man (zumindest ich) auf ein anderes Ergebnis!
0 0 0 1

Matrizen und Transformationen

Angabe 1 ]
Gegeben sind vier Matrizen M1, M2, M3 und M4 .Welche dieser vier Matrizen sind idempotent (d.h.
alfFaiA I aA0K 2SSt OKS RASASNI OGASNI all iNART Sy aiAyR
hierbei das Matrixprodukt und | ist die Identitdtsmatrix | = M2.

M1 =

[Nl
o o o
o oo o
— oo o
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1 0 0 0
(0o 1 0 o0
MZ=19 0 1 o

0 0 0 1
(01 0 0
M3_(1000)

-1 0 0 0
[ 0o -1 0 o0
Mé=1 4% 0 1 0

0 0 0 1

Gegeben sei ein Punkt P = (x, y, z, w). Berechnen Sie Mi*P, d.h. transformieren Sie diesen Punkt mit
jeder der vier Matrizen und interpretieren Sie das Ergebnis. Hinweis: Kann man z.B. M4 als eine
Rotation interpretieren? Wenn ja, welche?

Gegeben sind vier Matrizen M1, M2, M3 und M4.

~ Angabe 2
0 0 0 O
_(0 1 0 O
M1 = 0 010
0 0 0 1
1 0 0 O
_(0 1 0 O
Mz = 0 010
0 0 0 1
_(0 0 1 O
M3 = (0 10 0)
cosp —Ssing
sing  cosg
M4 =
00
00

0
0
1
0

=N =]

Welche dieser vier Matrizen sind idempotent (d.h. Mi*Mi = Mi)? Welche dieser vier Matrizen sind

orthonormal (d.h. MiTF a A
Identitatsmatrix | = M2. Welche dieser Matrizen kann als Rotation interpretieren? Wenn das der Fall

ist als welche Rotation?

I.I

LOK

aFd . ST SAOKYS

i} KA Sind SA

Formeln

Rotation um x Achse: R

Rotation umy Achse: R

0

cosO

1
0
0 sin®6
0

0

cos6 0

0

1

—sin® 0

0

0

0
—sin®
cosO
0

sin®
0

cosO
0

0

0
0

1

0
0
0
1

//braucht man bei dem Bsp. nicht

//braucht man bei dem Bsp. nicht
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cos® —sin®6 0 0
Rotation um z Achse: R = Smeo 8059 (1) 8 //braucht man beim Angabe 2
0 0 0 1

Matrizenmultiplikation, wobei ¢;; = a;1bq; + a2 + byj + - + Qinby;

1 G v Gan bi1 bi1 o b €11 €15 Cyp
aiy a2 Ain * bil bi2 bin = Ci1 Cij Cip
Am1i Amz " Amn bml me e bmn Cm1 ij cee Cmp

a1
) und daraus ergibt sich AT = ( 5

A1n

a1 ot Qin
Transponierte Matrix: A = |
Am1 " Amn

' Vorgehensweise

Man setzt in die jeweilige(n) Formel(n) ein, rechnet sich das Ergebnis aus und schaut ob das Ergebnis

mit dem was es ergeben sollte damit eine Bedingung erflllt ist, Gbereinstimmt.

Berechnung Angabe 1

Wir wollen zuerst schauen, welche Matrizen idempotent, daher Mi*Mi = Mi ergibt. ???

Rechenschritte noch alle dazu schreiben, jetzt ein
http://www.mathetools.de/matrizen_multiplikation/ gerechnet ???

1 0 0 O
[0 1 0 O
M1= 0 0 0 O
0 0 0 1
1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O
. 0 1 0 O 01 0 0}_({0 1 0 O
Wir rechnen also 000 0ol*to 0 0 ol=\lo o0 0 o
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Somit ergibt M1*M1 = M1=> M1 ist idempotent.
Dasselbe machen wir nun auch mit den anderen Matrizen:
1 0 0 O
[0 1 0 O
Mz = 0 0 1 0O
0 0 0 1
1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O
|10 1 0 O 01 0 0}_({0 1 0 O
M2z+M2=149 6 1 o/*lo 0o 1 0o/Tlo 0o 1 o
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Somit ergibt M2*M2 = M2=> M2 ist idempotent.

01 0 0

M3:(1 00 0

) ??? Geht irgendwie nicht zu multiplizieren ???

Mal mit
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http://www.mathetools.de/matrizen_multiplikation/

-1 0 0 0
[0 -1 0 0
Mé=1 4% 0 1 0
0 0 0 1
-1 0 0 0 -1 0 0 0 100 0
[0 -1 0 0 0 -1 0 0)\_[0 1 0 0
MéxMa=| 4 5 1 o)*l o o0 1 0/=l0o 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 00 0 1

{2YAG SNBAOGG ampam ¢ aml'h am Aad bL/1¢ ARSYLRGSY

Nun wollen wir Uberprifen, welche dieser vier Matrizen ihr eigenes Inverses sind, sprich Mi*Mi = |,
wobei | der Identitatsmatrix | = M2 entspricht.

Man muss also nur schauen bei den Rechnungen zuvor, wo als Ergebnis M2 heraus kommt. In
unserem Fall ist das M2 und M4.

??? ToDo Gegeben sei ein Punkt P = (x, y, z, w). Berechnen Sie Mi*P, d.h. transformieren Sie diesen
Punkt mit jeder der vier Matrizen und interpretieren Sie das Ergebnis. Hinweis: Kann man z.B. M4 als
eine Rotation interpretieren? Wenn ja, welche? ???

Berechnung Angabe 2

Uberprufung der Matrizen aufidempotent, daher ob Mi*Mi = Mi ergibt:

00 00
[0 1 0 o0
Mi=1o 0 1 o
00 0 1
00 00 00 00 0 0 0 0
[0 1 0 o0 010 0)_[0 1 0 0
MI«M1=15 6 1 o)*lo 0 1 0/=|o 0 1 o
00 0 1 00 0 1 0 0 0 1
Somit ergibt M1*M1 = M1=> M1 ist idempotent.
100 0
[0 1 0 o0
MZ=19 0 1 o
00 0 1
100 0 100 0 1000
[0 1 0 o0 010 0)_[0 1 0 0
Mz«M2=145 65 1 0o)*lo 0 1 0/=|o 0 1 o
00 0 1 00 0 1 00 0 1

Somit ergibt M2*M2 = M2=> M2 ist idempotent.

0010

M3:(0 10 0

) ??? Geht irgendwie nicht zu multiplizieren ???
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cosp —sing (
M4 = 5””“/’0 805‘/’ (1) 2?7 ka was da raus kommt??
0

0 0

o o o

.82 RSNJ CN}3IS o288t OKS RASaASNMIPAINITa LWONRAT SS/y (128ALYNS
Identitatsmatrix | = M2.

air ot Qan a1 A
MitA={ ¢ ™ i |ergibtsicheinAT ={ ¢ ™~
Am1 " Amn Ain  ° Amn
0 0 0 O
[0 1 0 O
M1= 0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 o
r_[(0 1 0 O
M1 = 0 0 1 0o
0 0 0 1
0 0 0 o 0 0 0 o 0 0 0 O
T [0 1 0 O 01 0 0}y_({0O 1 0 O
MIT=Ml=14o 6 1 0o)*lo o1 0/ \lo o 1 o
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Somitergibt MITF am  aHlHh am Aad bL/1¢ 2NIK2y2NXIf 058N
musste 1 statt O sein).
1 0 0 O
[0 1 0 O
Mz = 0 0 1 O
0 0 0 1
1 0 0 O
r_[0 1 0 O
Mz = 0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O
T [0 1 0 O 01 0 0}_({0 1 0 O
M2Z+M2=149 0 1 o)*lo 0o 1 0/7\lo 0o 1 o
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Somit ergibt M27*M2 = M2=> M2 ist orthonormal.

(0 0 1 O
M3_(0 1 0 0)

r_(0 0 10 279 27
M3 _(O 10 O)...kawasdarauskommt..
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cosp —sing (0 0
_| sinp cosp 0 O
M4 0 0 1 0
0 0 0 1
cosp sing 0 0
T _ [ —sing cosp 0 0
M4 0 0 1 0
0 0 0 1
cosp sing 0 0 cosp —sing (0 0
T _ | —sing cosp 0 0 sing cosp 0 0| _-5, ?7?
MA" « M4 0 0 1 0 0 0 10 ? ??ka was da raus kommt? ?
0 0 0 1 0 0 0 1

Die letzte AuT 3 6S ©06SA RSY . SAaLASt Aad RAS CN}I3IS a2
AYGSNILINBGASNBYK 2Syy RIFd RSNIClLfft Aad rta ¢StoO
den Formeln zusammengeschriebenen Formeln ansieht, sieht man sehr gut, dass es sich bei M4 um

eine Rotation um die z Achse handelt.

Transformationsmatrizen

‘ Angabe \

9AY hoaS1iGz RFa &aA0OK o0SNBAGA Ay SAyS8NIKRENDKzyIRS S,
um die y-Achse; flr eine beliebige Drehung im Raum sind bekanntlich nur zwei Drehwinkel

erforderlich.) und eine Verschiebung (tx, ty, tz) bestimmten Lage im Raum befindet (siehe Skizze), soll

AY . ST dz3AcHsed®ier Rbjef&kodtdifaten (Das lokale Koordinatensystem des Objektes, das

AY RSNJ {1ATTS Ita EWS &y dzyR T ¥ 0ST1 SAOKYySG 6AN
SNBENKYGSY 2 Ay Stenht ist) umdzyddR Faktor @, SINB fur die verschiedenen
Koordinatenachsen skaliert werden.

Geben Sie die Abfolge und den Inhalt der Transformationsmatrizen fir Weltkoordinaten (Das globale
Koordinatensystem, welches in der Skizze durch die Hauptachsen x, y und z gegeben ist.) an, die dazu
notig sind; es ist nicht erforderlich, dass Sie die Kette der Transformationen auch ausmultiplizieren.
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Vorgehensweise ]

Man braucht eigentlich nicht anderes zu machen, als die ganzen Drehungs- Operationen (zwei
Drehungen™ 6 dzY -l K% S0 dzy R -Achse)p dad dieRver&hiebing (Translation)

riickgangig zu machen, und anschliefend die Skalierung durchfuhren.

Formeln
1 0 0 ¢

Translation (verschieben): T = | 0 1 0 ¢t
0 0 1 ¢
0 0 0 1
1 0 0 —t

Invertierte Translation: 7-1 = | 0 1 0 -t
00 1 —t,
00 0 1

??? Warum bei dem Beispiel Translationformel +, bei einem anderen Beispiel ¢ firs normale ???

1 0 0 0
Rotation um x Achse: R = | & €059 —sin® 01 /0 1cht man konkret bei dem Beispiel nicht
0 sin® cos© 0
0 0 0 1
1 0 0 0

0 cos(—6©) -—sin(—=©6) 0 o
0 sin(—0) cos(—8) 0 //Vollstandigkeit halber
0 0 0 1

Invertierte Rotation um x Achse: R~ =
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cos® 0 sin® 0
: ‘P 0 1 0 o0
Rotation umy Achse: R = —sin® 0 cos® 0
0 0o o0 1
cos(—0) 0 sin(—86) 0
: : ‘P 0 1 0 0
Invertierte Rotation umy Achse: R = _sin(—=0) 0 cos(—0) 0
0 0 0 1
cos® —sin® 0 0
; .p_|sin® cos6 0 O
Rotation um z Achse: R = 0 0 1 0
00 0 1
cos (—0) —sin(—8) 0 0
Invertierte Rotation um z Achse: R = | S7(=0)  cos(=6) 0 0
00 1 0
00 0 1
x 00 0
: e_|0O v 0 0
Skalierung: S = 00 7 0
0 0 0 1
Berechnung \

51 AN RAS w20l GA2Yy dzY RAS @ edvdled Sehmazny/ R dids
Invertierten Formeln und rechnen sie *:

cos(—8) 0 sin(—6) 0 cos (—8) —sin(—©) 0 0
0 1 0 01 ,[ sin(=8) cos(=6) 0 0
—sin(—8) 0 cos(—6) O 0 0 1 0
0 0 0 1 00 0 1

Da wir auch eine Translation riickgangig machen missen rechnen wir den zuvor angeschrieben
Ausdruck * der Invertierte Translation Formel:

cos(—8) 0 sin(—86) 0 cos(—8) —sin(—=©) 0 0 1 0 0 —t,
0 1 0 0, sin(-6) cos(-6) 0 0] [0 1 0 =t

—sin(—8) 0 cos(—6) O 0 0 1 0 0 0 1 -t
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Da am Schluss eine Skalierung (um den Faktor (6, 1, 8)) durchgefiihrt werden soll, setzen wir in die
Formel die Werte dafur ein:

o o o R
o o o
oN OO
- oo o
o oo o
cooRr o
o wo o
_ oo o

In Summe erhélt man folgende Rechnung:
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cos(—8) 0 sin(—6) 0 cos(—8) —sin(—8) 0 0 1 0 0 —t
0 1 0 0, sin(-=6) cos(=6) 0 0| [0 1 0O =t

—sin(—8) 0 cos(—6) O 0 0 1 0 0 0 1 —t,
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

6 0 0 O

0 1 0 0

0 0 8 0

0 0 0 1

??? Laut Repetitoriumsfolien muss man zu dem ganzen, auch noch eine Translation durchfiihren,
Rotation in y und eine Rotation in z, warum auch immer ???

Diffuse Beleuchtungssituation mit zwei Lichtern

\ Angabe

n

P

Ein Punkt P wird von zwei rundumstrahlenden, (Kugelstrahler) weil3en Lichtquellen beleuchtet. Die
gesamte Beleuchtungssituation wird als rein diffus angenommen, d.h. es existiert kein spekularer
Anteil.

Gesucht ist die Farbe im Punkte P, die durch diese Beleuchtungssituation entsteht.

Dabei ist eine Farbe ein Vektor mit einer roten, griinen und blauen Komponente, d.h. Farben sind
von der Form = (R, G, B). Zum Beispiel ist die Farbe WeiR =(1, 1, 1) und Schwarz = (0, 0, 0).

P liegt an den Koordinaten P = (5, 5, 5) und hat die Normale n =(0, 1, 0). Die Materialfarbe an diesem
Punkt ist M = (0, 0.2, 0.3) (oft wird das M auch als C angegeben, wobei sich nichts dndert bei der
Rechnung auBer der Buchstabe).

Das erste Licht L1 liegt an den Koordinaten L1 = (8, 10, 8) und hat die Intensitat | =1 (I,).

Das zweite Licht L2 liegt an den Koordinaten L2 = (-8, 10, -8) und hat die Intensitat | =1 (I,,).

Vorgehensweise

Wir brauchen eigentlich nur das Lambertsche Gesetz und setzen dort ein. Da man aber dafir einiges
zuvor ausrechnen muss z.B. die Lichtvektoren und dann mit den Normalen zusammen bringen muss,
machen wir das zuerst. Danach setzen wir ein und erhalten die Intensitaten.
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Da die Szene aus 2 Lichtern besteht, muissen wir diese addieren, dass Ergebnis Mal der Materialfarbe
multiplizieren, da beide Faktoren fir die Farbe die am Punkt P entsteht verantwortlich sind.

Formeln

Lambertsches Gesetz: I = k;I;;max (v, * n, 0)

Lichtvektor v, berechnen: v; = norm(L, — P) = ﬁl_iﬁ
-
Berechnung
Zuerst wollen wir uns den Lichtvektor v; mit v; = norm(L; — P) = ﬁ berechnen. Dazu rechnen
-

wir uns zuerst||L, — P|| aus.

Pist mit (5, 5, 5) gegeben und L1 = (8, 10, 8). Nun setzt man ein:

I, =PIl =11(8,10,8) — (5,55 = [1(8—=5),(10 = 5),(8 =5 =1(3,5,3)l =
V32 +52 + 32 =+/43 = 6,557

(L1—-P)

einsetzen:
[l =PIl

Nun kénnen wir inv; =

_L-P)_(353)

3 5 3
_ _ - = (0.46,0.76,0.46
Y1 =L =PI~ 6557 (6.557'6.557'6.557) (0.46,0.76,0.46)

Dasselbe machen wir nun mit P (5, 5, 5) und L2 = (-8, 10, -8) um uns den Lichtvektorv, auszurechnen:

L, =PIl = 11(=8,10,—-8) — (5,5,5) | = (=8 — 5), (10 — 5), (-8 = 5) || = [[(-13,5,-13)|

=/(=13)2 + 52 + (=13)2 =169 = 19.0526

Nun kénnen wir in v, = L17P) einsetzen:
I, =Pl
(L —P) (=13,5,—13) ( -13 5 -13 )
= = = , ) - —068, 026, _068
va IL, — P|| 19.0526 19.0526 '19.0526 19.0526 ( )

Jetzt multiplizieren wir es mit der Normale n =(0, 1, 0) damit wir es spater ins Lambertsche Gesetz
einsetzen konnen:

vy *n = (0.46,0.76,0.46) * (0,1,0) = 0.76

v, *xn = (—0.68,0.26,—0.68) * (0,1,0) = 0.26

Das Lambertsche Gesetz lautet: I = kyI;;max (v, *n,0)

Laut Angabe sind folgende Werte gegeben: k; = 1 ??? Wo gegeben in Angabe ???, I;;=1und I, ,=1
Wir setzennuneinin I = k41,1 max (v * n,0)

I = 1x1*«max(v, *n,0) = max (v; *n,0)
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I, = 1% 1*max(v, *n,0) = max (v, *n,0)

Zuvor rechneten wir uns v, * nund v, * n schon aus, und wenn wir Oben in I; und I, einsetzen
erhalten wir:

I, =0.76
L =0.26

Da wir 2 Lichter haben, setzt sich die Intensitit zusammen aus der Summe der Einzelintensitaten:
I=L+1

Wenn wir einsetzen haben wir:

I =076+0.26=1.02

Gesucht ist die Farbe am Punkt P (also Mgsy.cht), der sich aus der Materialfarbe M = (0, 0.2, 0.3) und
der Lichtquelle | ergibt:

Mgesucht =M=xI

Wir setzen ein und erhalten:

M,

pesucne = M 1 = (0,0.2,0.3) * 1.02 = (0 * 1.02,0.2 * 1.02,0.3 * 1.02)

Ausgerechnet ergibt dies: (0, 0.204, 0.306). Somit wissen wir das die Farbe an diesem Punkt 0 bei
R(ed), 0.204 bei G(reen), und 0.306 bei B(lue) betrégt und das Beispiel ist fertig gerechnet.

M EBAl 3EAABRAEAODEAB®OI ¢ O
AUx 8 n'int2pdabdoh und Phong -

SAEAOOEAOOIT C OIntgkpdlatidn undoPEdng €
SAEAOOEAOOT ¢O

' T CAAA p jn0E@Al 3EAAETI cO(Q |

Flhren Sie die Phong-Schattierung des mit * gekennzeichneten Pixels im untenstehenden bereits in
Pixelrasterung gegebenen Dreieck durch. Die Normalvektoren an den Eckpunkten sind bekannt und
aus der Skizze ersichtlich. Die Richtung des einfallenden Lichtes (Anmerkung: L) ist durch den Vektor
(0, 0, 1) gegeben. Die Intensitét I, der Lichtquelle ist 0.6 und die Materialkonstante k; betragt 0.9.
lfa {OKFGGASNHzy3aY2RStf az2ft RAS [} Y0oSNIwaokKs
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(-3,3,0)

(0,3,3)

(15,-3,0)

Angabec j Al A E A OO Ainterpglatibon@iPhoAg - Schattierung O q

Fihren Sie fir die Gouraud- Schattierung des mit * gekennzeichnete Pixels fur das unten in einem
Pixelraster angegebenen Polygon durch. Die Normalvektoren an den Eckpunkten sind wie folgt
gegeben:

Punkt A: (-1.8,-1.9, 3.0)
PunktB: (1.9,-1.4,2.9)
PunktC: (3.2,2.4,3.3)

PunktD: (-1.5, 2.0, 2.9)

€ e € ¢€

Die Richtung zur Lichtquelle (Anmerkung: L) ist durch den Vektor (-0.0, 0.2, 3.0) gegeben. Die
Intensitat der Lichtquelle I, ist 1.4, die Materialkonstante k,betragt 0.8. Als Schattierungsmodell soll
RAS [ YOSNIQaOKS wS3ISt OSNBSYRSG 6SNRSY

9
8
7
6
5 /
4
3
2
1
0

Berechnen Sie nun auch die Phong- Schattierung desselben Pixels. Als Schattierungsmodell soll hier
SoSYyTFI ffa RRe§elvpriveroet@dider0d OK S

\ Angabe 3 (Gouraud- Interpolation und Phong - Schattierung)

Fihren Sie fir die Schattierung des mit * gekennzeichnete Pixels in dem unten in einem Pixelraster
angegebenen Polygon eine Gouraud¢ Interpolation durch. Als Schattierungsmodell soll das Phong-
Modell verwendet werden.
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Die Normalvektoren an den Eckpunkten sind wie folgt gegeben:

Punkt A: (-0.5, 0.3, 3.7)
Punkt B: (1, -0.9, 4)
Punkt C: (1.6, 0.9, 3.2)
Punkt D: (-0.2,0.7, 2)

€ e € ¢g

Die Richtung zur Lichtquelle ist durch den Vektor (-0.7, 1.2, 9), der Blickvektor als (0, 0, -1) gegeben.
Die Intensitdt der Lichtquelle I, ist 1.5, die Materialkonstante k, betragt 0.8, kg ist mit 0.7
anzunehmen und der Exponent n betragt 75. Die Rasterung der Polygongrenzen ist fir die relevanten
Pixel eindeutig: es ist das K&stchen zu wahlen, durch das der GroRteil der Linie verlauft.

g | L&t

: Ry \

7 \ \

6 *

5 \ \

4 \

3 \

2 . \

1 A H\\__‘_ \

0 ~L\ B
0|1(2|3|4|5|6|7|8|9/[10[11/12]13]14(15

Angabe 4 z Phong- Interpolation und Phong - Schattierung

Fuhren Sie fur die Schattierung des mit * gekennzeichnete Pixels in dem unten in einem Pixelraster
angegebenen Polygon eine Phongg Interpolation durch. Als Schattierungsmodell soll das Phong-
Modell verwendet werden.

Die Normalvektoren an den Eckpunkten sind wie folgt gegeben:

Punkt A:
Punkt B:
Punkt C:
Punkt D:

-2,2,0)
1,1,0)
0.3,0.3,0.3)
0,1,0)

€ e ¢ge¢g

—~

Die Richtung zur Lichtquelle ist durch den Vektor (-2, 3, 1), der Blickvektor als (0, 0, -1) gegeben. Die
Intensitat der Lichtquelle I, ist 0.9, die Materialkonstante k, betragt 0.3, k, ist mit 0.5 anzunehmen
und der Exponent n betragt 6. Die Rasterung der Polygongrenzen ist fir die relevanten Pixel
eindeutig: es ist das Kastchen zu wahlen, durch das der Grof3teil der Linie verlauft.
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Vorgehensweise

Normalisierung eines Vektors, vertikale und horizontale Interpolation, Intensitat eines Pixels fur
diffuse Beleuchtung. //Angabe 2 und 3

??7? ToDo 777

Formeln Angabe 1

Normalisieren Schritt 1: ||N|| = {/x? + y? + z2

X

[0
Normalisieren Schritt 2: N = ﬁ
z

vl

I=kg*I, »(N=x*L)

Formeln Angabe 2 und 3

Lambertsches Gesetz: I = kg * I, * max(0, N o L,) + kg * I, * max(0, (N « H)™)

LV
L, + V]

Berechnung Angabe 1

Zuerst berechnet man sich die x, y und z Koordinate des Punktes. Dazu muss man einfach sich die
Abstande zwischen den gegebenen Punkten anschauen, z.B. horizontal (-3, 3, 0) und (15, -3, 0). Man
sieht sofort, dass sich beim x Wert eine Differenz von 18 ergibt, bei y -6, und bei z keine. Da diese
beiden Punkte 6 Felder Auseinader liegen, rechnet man die jeweiligen Wertunterschiede durch die
Anzahl der Felder, in dem Fall 6. Dadurch ergeben sich folgende Veréanderungen:
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e xVerénderung pro Feld nach unten: 18/ 6=>3
e y\Veranderung pro Feld nach unten: -6/ 6=> -1
e zVeranderung pro Feld nach unten: 0/ 6=>0

Somit kann man horizontal auf der linken Seite alle Werte ausrechnen und anschreiben. Nun braucht
man die vertikalen Unterschiede. Wenn man den Punkt (6, 0, 0) betrachtet und (0, 3, 3), da beide
nun bekannt sind und horizontal sind, erkennt man auch hier gut die Wertunterschiede die sich
horizontal ergeben, wenn man 3 Felder hat, x -6 Unterschied hat, y 3und z 3:

e xVerénderung pro Feld nach unten: -6/ 3=> -2
e y\Verdnderung pro Feld nach unten: 3/ 3=>1
e zVeranderung pro Feld nach unten: 3/ 3=>1

Damit kdnnen wir uns jetzt alle Punkte ausrechnen, auch de mit * markierten Punkt. Die Ergebnisse
der einzelnen Punkte sollten wie folgt aussehen:

{ AT =3 ) J
(15,-3,0)

Wir erhalten also (1, 2, 1) fur unseren mit * markierten Punkt. Somit kénnen wir in die Formel fir

INI| = %2 + y2 + z2 einsetzen:
INIl=x2 +y24+22=4124224+12=V1+4+1=6

Bei N kdnnen wir nun unser errechnetes || N|| einsetzen und weiter rechnen:

X 1

IV 1| Ve

Y 2

N = — = _—
IV 1| Ve

Zz 1
IV 1| Ve

Aus unserer Angabe haben wir folgend Werte
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e L=(001)
« =06
L kd =09

Wir haben also alles was wir brauchen, um in die Formel I = kg * I, * (N * L) einsetzen zu konnen:

1 1
_ —=x(
V6 V6
I=kg*I, x(N*L)=09%0.6 2 g 0.54 2 0 0.54 1 0.220451
= * [, % * =0.9%0.6 — | % = 0. | — * = 0. * — = (.
ar v |"\] V6 V6
1 1
_ —=x1
V6 V6

Somit haben wir I = 0.220451 errechnet und das Beispiel ist geldst.

\ Berechnung Angabe 2 ]
??? ToDo ???

\ Berechnung Angabe 3 ]

Zuerst setzen wir aus der Angabe die Werte ins Lambertsche Gesetz: I = k4 * I, * max(0,N o L,,) +
ks * I, * max(0, (N « H)™) ein:

I; = 0.8 15 +max(0,N; e L,) + 0.7 * 1.5 * max(0, (N; « H)"®)

I; = 1.2 * max(0, N o L,) + 1.05 x max(0, (N; « H)""®)

??7? ToDo 777

Beispiel: Schattierung - Normalisieren

L, ~ (—0.077,0.132, 0.988)

N4 =~ (—0.133,0.080, 0.988)
Np = (0.237, —0.213, 0.948)
Ne = (0.434,0.244, 0.867)

Np = (—0.09,0.329, 0.940)
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Isig = 1.2xmax(0, N e Ly,)

&

Lig, ~ 1.196
Idiﬁ g ~ 1.068
lig, ~ 1.026

Iyg, =~ L1175
Lspec 1.05 * max(0, (IV; e H)"™

0o~ (—0.502,0.861, —0.078)
e, ~ 0.000

lpec; = 0 da Npo <0
pec, = 0 da NpeH <0
lopec, ~ 0.000 "

Beispiel: Schattierung - Punktintensitéten

e IdiffA + IspecA —ill G 12 o
Ip = liiiz + Ispec, = 1.068
I = Idjﬁ‘c -+ Ispecc — 3 1 5
ID — Idiﬂ—‘D + IspecD —1 I lir 5]
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Ip = g;f_ A-‘; * Ia + D’f,—fjff,*l”
- ::g*l,\—kg:z*ln
= %*I,\+§*I,)zl,.]82
analog: (¢ _ & *, — B,
Ir = H*IB+H*IC:
= %*IB“LS:S*I“
= %*IBJr%*IC:zl.(M

IE ~ 1.182 IF ~ 1.04

Fx_*x *CL'_ECL'

I, = 2L slp+—=""SxI
FJ:_EJ;* b+E7:_E.I* F
12—-7 7—5

= Ip+ I
12—5 T
5 2
= —xlp+=-xIp
7* 1:,+7* F
~ 1.141
Purgathofer, Scharzer 42 #

\ Berechnung Angabe 4

QUELLE: http://informatik-forum.at/showpost.php?p=491071&postcount=10
als erster hab ich mal die vectoren normalisiert:

Normalvector PunktA: (-0.707, 0.707, 0)
Normalvector PunktB: (0.707,0.707, 0)
Normalvector PunktC: (0.577, 0.577, 0.577)
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Normalvector PunktD: (0, 1, 0)
Lichtquelle: (-0.535, 0.802, 0.267)
Blickvector: (0, 0, -1)

dann interpoliere ich mal in der y achse zwischen A und D:

Nr = ((y-y2/y1-y2)) * ND + ((y1-y)/(y1-y2)) * NA=0.667 * ND + 0.334 * NA = (0, 0.667, 0) + (-0.236,
0.236, 0) = (-0.236, 0.903 0)

Nr normalisiert: (-0.271, 1.036, 0)

das selbe zwischen B und C

Nt=0.667* NC +.334* NB=(0.472,0.472,0) + (0.186, 0.186, 0.186) = (0.658, 0.658, 0.186)

Nt normalisiert = 0.693, 0.693, 0.196)

jetzt zwischen Nr und Nt interpoliern:

Die Formel: N(7/6) = {l/x2-x1)) * Nr + ((xX)/(x2-x1)) * Nt
...wobei x1 die-koordinate von dem punkt wo Nr anliegt ist
und x2 die von Nt... alsox1 =5,x2=12und x=7

N(7/6) = (0.418, 0.791, 0.14) ... normalisief®462, 0.874, 0.155)
dann die Intensitat mit der Formel:
In = ambient + diffuse + phong

ambient ist nicht gegeben, daher lass ich das auch weg...

In =kd * Il * NdotL + ks * [I*(NdotH)"ns (hab angenommen, dass wir mit dem Half way vector
rechnen sollen)

den Halfway vector einmal ausrechnen:
H=normaliesier (L+V) = (-0.442, 0.662;0.605)

fur Punkt (7/6) einsetzen

[(7/6) =0.3*0.9*0.495+0.5*0.9 * (0.28)"6 = 0.134

‘ ToDo ‘

??? ToDo ACHTUNG Phong- Interpolation und Gouraud- Interpolation??? Schauen was sonst noch
verschieden ist z.b. manchmal Blickwinkel gegen oder &hnliches, was im Beispiel oben nicht
angegebenisto I 6 ® o & 2 gasEuUth difflke A T dzY A Y GA 2?1 2YYSY 1lFyya

Back Face Culling

‘ Angabe ‘
Gegeben sind die funf Punkte:

A=(0,0,0)
B=(1,0,1)
C=(5,0,1)
D=(1,8,1)
E=(8 1 1)

€ €€ €€
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die die drei Dreiecke ABE, BCE und CDE aufspannen. Die Dreiecksvorderseite ist dabei die Seite, die
sichtbar wird, wenn die Dreieckspunkte gegen den Uhrzeigersinn geordnet sichtbar sind. Die
Dreiecksriickseite ist daher die Seite, die sichtbar wird, wenn die Dreieckspunkte im Uhrzeigersinn
geordnet sichtbar sind. Zusétzlich ist die Blickrichtung V = (0, 1, 1) bekannt. Es wird eine Parallel-
Projektion angenommen. Berechnen sie mittels Back-Face-Culling welche der Dreiecke von dieser
Blickrichtung aus sichtbar sind.

' Vorgehensweise
1. 5NBASO] aodAf Riit2iektargh Rufbaat 2 8. BGuUNdBE
2. Normalvektor berechnen indem man Kreuzprodukt berechnet.
a. Berlcksichtigen, dass das Kreuzprodukt die richtige Reihenfolge hat
BC x BE ist richtig, aber BE x BC = -( BC x BE).
3. Normalvektor * Viewvektor rechnen
4. Wenn Ergebnis > 0 => UNSICHTBAR, ansonsten SICHTBAR.

Formeln
Normalvektor: Erster Buch. —MittlererBuch.)x(Letzter Buch. —MittlererBuch.)

Dreieck nicht sichtbar wenn V., * N > 0

a; by azbs —azb,
Allgemeine Formel fiir Kreuzprodukt zweier Matrizen (az) X (bz) = <a3b1 — a1b3)
az b3 albz - azbl

\ Berechnung \

Zuerst rechnet man sich den Normalvektoi(N) der Flachen aus. Dau muss man einfach nach
SAEAT A n&d® A1 CAT OTA xEA £ 1¢cdO AEA 2AAET 01 ¢ AOC
N = (ErsterBuchstabe — Mittlerer Buchstabe)x(Letzter Buchstabe — MittlererBuchstabe)

In unserem Fall mit Dreieck ABE witle das folgendes ergeben:
8 1 0 1 7 -1
1 1 0 1 0 -1
1x(-1) -— 0 -1 - 0 -1
0 — 7x(-1) :(0 — (—7)):(7)
0 - 1x(=D 0 - =D 1
0
Der Viewvektor ist mit V,;,, = (1) gegeben. Nun mussen wir das Ergebnis von zuvor

1
(Normalvektor) mit dem Viewvektor multiplizieren:

() )-re

Backface, und somit nicht sichtbar ist es, wenn gilt: V,;o,, * N > 0
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Da wir beim Dreieck ABE auf 8 kommen, somit grof3er als O ist, handelt es sich um ein Backface
Dreieck und ist somit unsichtbar!

-) BCE:
(E-C x B-C)*view = (3,1,0) x (-4,0,0) = (0,0,-4)*(0,1,1) = -4 --> sichtbar

-) CDE:
(E-D x C-D)*view = (7,-7,0) x (4,-8,0) = (0,0,28)*(0,1,1) = 28 --> unsichtbar
??? ToDo ?7?

Boundary Fill

\ Angabe ’
Fillen Siedasangeged Sy S t 2t @32y @2Y YAl wma YdenNJodifGiedtEnSy t A E ¢
flood fill- Algorithmus, der auf horizontale Pixelreihen (pixel spans) abgestimmt ist. Schreiben Sie die
weitere Reihenfolge (die laufende Nummer), in der die Pixel geflllt werden, in die vorgesehenen
weilRen K&stchen.

Vorgehensweise
Das Beispiel kam schon lange nicht mehr (in den letzten 7 Jahren kam es gerade 1 Mal!), wird der
Vollstandigkeit halber aber erklart.

??7? ToDo 777
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Berechnung

??7? ToDo 777

37| 38(39 10
3132133 34{35| 36

22 (23|24| 25|26|27 28 2930

20/ 4 14
17 (18 |19 42 45|46
15|16 143 47|48
5/6|7(8|9|10{11 12|13 (14
112|314 49 50| 51
66 52| 53(54
65 55)56| 57|
5859 |60|61 62| 63|64

ToDo

Angeblich kénnen bei den Splines, neben Natural und Hermite, auch B-Splines und Bezier kommen,
aber habe irgendwie keine Angaben gefunden wo das jemals kam!

http://informatik-forum.at/showthread.php?t=5826

http://www.informatik-forum.at/showthread.php?t=61908

http://informatik-forum.at/showthread.php?t=15480

Laut Forum Bezier:

Gegeben sind folgende drei Punkte: PO =(1,0), P1=(x,y), P2=(4,0). Diese drei Punkte werden durch
eine Bezier- Kurve K(t) approximiert.

Welche Koordinaten hat der Punkt P1 wenn K(0.5)=(2.5, 1) gilt, wenn also der Punkt der Bezier-
Kurve mit Parameterwert t=0.5 die Koordinaten (2,5,1) hat (mit Begriindung, also Beschreibung des
rechengangs)?
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Die Kurve K(t) soll um die Gerade x=y gespiegelt werden. Geben Sie die Formel der sich dadurch
ergebenden Kurve an (mit Begriindung, also Beschreibung des Rechengangs).

Welche Tangentenrichtungen sind an folgenden Punkten der Kurve K(t) gegeben: K(0.0), K(0.5),
K(1.0)(mit Begriindung, also Beschreibung des Rechengangs).

Laut Forum B - Spline:

Gegeben sind folgende Punkte Pi mit Gewichtung Wi:

0 1 2

3

4

5

6

Pi

(2,1) (3,2) (2,4)

(4.5)

(3.5

(1.3)

2.1)

Diese Stutzpunkte werden durch eine B-Spline- Kurve K(t) vom Grad 3 approximiert. Bestimmen Sie

den Punkt, auf dieser Kurve mit Parameterwert 2.5 (mit Begriindung).

Die Kurve K(t) soll um die x-Achse gespieget werden. Geben Sie die Formel der dadurch ergebenden

Kurve an (mit Begriindung).

Infos

Uber die Ausarbeitung

Die Fragen stammen aus dem Informatik Forum, von Kollegen die die Priifung machten, MTB und der
LVA Webseite. Falls jemand Angaben / Fragen hat die hier nicht zu finden sind, wére es auch sehr
nett sie mir zukommen zu lassen damit ich es hier erganze/ hinzufuige!

Ich habe die Ausarbeitung so gut es geht gemacht, aber trotzdem kénnen sich Fehler einschleichen!
Falls man welche findet, bitte per E- Mail oder PM an mich weiter leiten damit ich sie ausbessere! Bei
rot geschriebenen (meistens auch durch ??? markiert) Satzen bin ich mir nicht ganz sicher ob sie so
stimmen und deswegen wirde ich mich sehr Gber Feedback (ob es so stimmt oder nicht) freuen J .

Inhaltsverzeichnis fiir das Buch

Bresenham, DDA [95]

FloodFill, modifizierter FloodFill [205]
Matrizenmanipulationen [261]
Hermite Spline Berechnung [427]
Splines (Brézier) [433]

CSG [475]

Quadtree, Octtree [477]

zBuffer [531]

Pixel Shading (Phong, Gouraud) [593]

\ Zusatzliche Informationen

| Version:

10.7.1
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mailto:mtintel@gmx.at
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LVA Webseite:

http://www.cg.tuwien.ac.at/courses/CG/VO.html

Neuste Verson:

http://stud4.tuwien.ac.at/~e0402913/uni.html

Ausarbeitung:

Martin Tintel ( mtintel )
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