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Z- Puffer  

Angabe 

Gegeben sind drei Rechtecke (P2, P3, P4) und ein Dreieck (P1): 

 P1 (8, 8, 6), (8, 3, 1) und (3, 3, 1). 

 P2 (8, 3, 2), (6, 3, 0), (6, 6, 3) und (8, 6, 5) 

 P3 (7, 1, 7), (9, 1, 5), (9, 6, 0) und (7, 6, 2) 

 P4 (4, 5, -2), (10, 5, 4), (10, 7, 4) und (4, 7, -2) 

Diese Polygone sollen mittels eines auf einem z ςPuffer basierendem Algorithmus in der obigen 

Reihenfolge dargestellt werden. Als Bildebene wird die xyςEbene angenommen, die Blickrichtung ist 

von der positiven zςAchse in Richtung Ursprung, und es wird eine Parallelprojektion vorgenommen 

(d.h. es gibt keine perspektivische Verkürzung o.ä.). 

Es soll ein Rasterbild der Größe 12 x 8 erzeugt werden, bei dem die Sichtbarkeit innerhalb eines Pixels 

durch die Sichtbarkeit im Pixelmittelpunkt festgelegt wird. Tragen Sie die Ergebnisse des Verfahrens 

in die auf der nächsten Seite gegebenen Bereiche für das Bild und z- Puffer ein. Hier (Bild) sollen sie - 

z.B. durch Angabe des richtigen Kürzels wie P1 oder P2, oder durch farbiges ausfüllen -angeben, 

welches der Polygone in jedem Pixel zu sehen ist. Hier (z- Puffer) sollen Sie den letztgültigen z-Wert 

für jedes belegte Pixel eintragen. 

Falls Sie sich bei diesem Beispiel verschreiben sollten, dann können Sie von den Prüfungsaufsehern 

noch einen Ausdruck der beiden Raster erhalten. 

Vorgehensweise 

Bei diesem Beispiel geht es darum, mehrere Polygone zu zeichnen. Da es oft vorkommt, dass 

mehrere Stellen unterschiedlicher Polygone an derselben xy Koordinate sind, muss man schauen, 

welche Punkte eines Polygons vorne liegen und somit gezeichnet werden, und welche dahinter 

liegen, und somit nicht gezeichnet werden. Dazu schaut man sich die z Werte (das ist der Wert, der 

nach vorn/ hinten zeigt) an den einzelnen Stellen an, und vergleicht die Werte der Polygone. Dies 

macht man mithilfe eines Z- Puffers. 

Die Polygone sind in der Regel durch 3 (Dreieck) bis 4 Punkte (Rechteck) gegeben. Jeder Punkt 

besteht aus 3 Koordinaten, also x, y und z. Die Punkte werden auch in der Form NAME (X, Y, Z) 

angeschrieben. Diese Punkte spannen ein Polygon, also eine 2 dimensionale Fläche auf. Da wir 3 

dƛƳŜƴǎƛƻƴŀƭ αȊŜƛŎƘƴŜƴάΣ ǎƛƴŘ ƛƳ .ƛƭŘ ŘƛŜ Ȅ ǳƴŘ ȅ ²ŜǊǘŜ ǎŜƘǊ ǿƛŎƘǘƛƎΣ ǳƴŘ ŘŜǊ Ȋ ²ŜǊǘ Ŧŀƭƭǎ ƳŜƘǊŜǊŜ 

Polygone an derselben Stelle sind, um zu bestimmen welches Polygon vorne ist und somit gezeichnet 

wird. 

Im z- Puffer hingegen sind nur die z Werte wichtig, sprich welches Polygon vorne ist und welchen Z- 

Wert es hat. Größerer z Wert bedeutet, dass es weiter vorne ist und somit gesehen wird. Hat ein 

anderes Polygon einen kleineren z Wert an einer Stelle als ein anderes Polygon, kann man es somit 

nicht sehen. 
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Berechnung  

Entweder man verwendet verschiedene Farben, für jedes Polygon eine andere, oder man verwendet 

für jedes Polygon eine andere Ecke des Quadrates im Raster. 

Nun schreibt man sich im Z- Puffer die z Werte des ersten Polygons hinein, wobei x nach rechts ist, 

und y nach oben. Als Beispiel nehme ich für P1 (8, 8, 6), (8, 3, 1) und (3, 3, 1). Für den ersten Punkt 

(8, 8, 6) gehe ich als 8 nach rechts (erster Wert, also x), 8 nach oben (zweiter Wert, also y) und 

schreibe mir an die Stelle 8, 8 eine 6 für die Tiefeninformation (z). Ich mache dies immer mit einer 

Farbe (fürs erste Polygon in dem Beispiel rot), da es so leichter zu sehen ist und ich auch bei der 

Prüfung so mache. Die ? sind nur zur Verdeutlichung gedacht für noch ausstehende Berechnungen 

und damit man leicht sieht was noch fehlt. Bei der Prüfung schreibt man das nicht hin ;) 

8        6     

7       ? ?     

6      ? ? ?     

5     ? ? ? ?     

4    ? ? ? ? ?     

3   1 ? ? ? ? 1     

2             

1             

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Nun haben wir die 3 z Werte der gegebenen Punkte des Polygons aufgeschrieben. Da aber diese 3 

Punkte ein Polygon aufspannen, also diese 3 Punkte miteinander verbunden sind und die dadurch 

gegebene Fläche ausgefüllt ist, müssen wir uns für diese Punkte die z Werte ausrechnen. Das geht 

sehr leicht, da die Zahlen in der Angabe sehr nett sind und man leicht interpolieren kann.  

Schauen wir uns einfach Mal Punkt (8, 8, 6) und (8, 3, 1) an. Man sieht sehr gut, dass die x Koordinate 

gleich ist, nur die y und z Koordinate verschieden sind. Bei näherer Betrachtung sieht man auch sehr 

gut, dass der y Unterschied 5 Beträgt, und der 5 Unterschied ebenfalls 5 beträgt. Somit hat man also 

pro y Wert einen z- Unterschied von ebenfalls 1. Man kann also leicht folgendes anschreiben: 

8        6     

7       ? 5     

6      ? ? 4     

5     ? ? ? 3     

4    ? ? ? ? 2     

3   1 ? ? ? ? 1     

2             

1             

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Wenn wir uns nur Punkt (3, 3, 1) und (8, 3, 1) ansehen, sieht man, das die y Koordinate gleich bleibt, 

x sich aber um 5 verändert. Der z Wert ändert sich also nicht. Deswegen können wir nur überall 1 

hinschreiben für den z Wert, und sollte wie folgt aussehen: 
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8        6     

7       ? 5     

6      ? ? 4     

5     ? ? ? 3     

4    ? ? ? ? 2     

3   1 1 1 1 1 1     

2             

1             

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Nun fehlt und noch die Kante/ Linie zwischen (3, 3, 1) und (8, 8, 6). Bei den beiden Punkten sieht 

man, ähnlich wie am Anfang [(8, 8, 6) und (8, 3, 1)] das die beiden Punkte 5 Felder auseinander sind, 

und der z Unterschied ebenfalls 5 Beträgt, also 1 pro Feld. Somit können wir das nun auch eintragen: 

8        6     

7       5 5     

6      4 ? 4     

5     3 ? ? 3     

4    2 ? ? ? 2     

3   1 1 1 1 1 1     

2             

1             

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Bei genauerer Betrachtung sieht man sehr gut, dass pro Reihe nach oben hin (also in y Richtung), der 

z- Wert immer um 1 größer wird, nach rechts hin, also bei zunehmendem x Wert, ebenfalls um 

jeweils 1 größer wird. Man rechnet sich also jetzt für jeden Fehlenden Punkt der durch ? markiert ist 

den richtigen z Wert aus: 

8        6     

7       5 5     

6      4 4 4     

5     3 3 3 3     

4    2 2 2 2 2     

3   1 1 1 1 1 1     

2             

1             

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Nun kommt der nächste Punkt dran, P2 der die Koordinaten (8, 3, 2), (6, 3, 0), (6, 6, 3) und (8, 6, 5) 

besitzt. Ich schreibe mir zuerst die z Werte der 4 Punkte ins Raster. 

8        6     

7       5 5     

6      4 3 4 4 5     

5     3 3 3 3     
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4    2 2 2 2 2     

3   1 1 1 1 0 1 1 2     

2             

1             

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Im nächsten Schritt schaue ich, an welcher Stelle ich mir noch Punkte ausrechnen muss 

8        6     

7       5 5     

6      4 3 4 ? 4 5     

5     3 3 ? 3 ? 3 ?     

4    2 2 2 ? 2 ? 2 ?     

3   1 1 1 1 0 1 ? 1 2     

2             

1             

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Im Raster sieht man sehr gut, das es an allen Stellen von P2 zu Überschneidungen mit P1 kommt. 

Deswegen müssen wir nun für jeden Punkt uns zuerst den z Wert von P2 ausrechnen. Da es pro 

Reihe bzw. Spalte jeweils einen x bzw. y Unterschied von 1 gibt, ist dies schnell gemacht:  

8        6     

7       5 5     

6      4 3 4 4 4 5     

5     3 3 2 3 3 3 4     

4    2 2 2 1 2 2 2 3     

3   1 1 1 1 0 1 1 1 2     

2             

1             

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

In diesem Schritt müssen wir schauen, ob P1 oder P2 vorne ist, sprich welches Polygon an der Stelle 

xy einen größeren z Wert hat. An der Stelle (8, 3) z.B. hat P1 den Wert 1 und P2 den Wert 2. Somit 

hat P2 den größeren z Wert und P2 wird mit dem z Wert 2 gespeichert.  

An der Stelle (6, 6) z.B. hat P1 den Wert 4 und P2 den Wert 3. Somit hat P1 den größeren z Wert und 

P1 wird mit dem z Wert 4 gespeichert. Das macht man nun für jeden Punkt.  

Zu beachten ist, dass wenn es 2 gleiche z Werte an einer Stelle gibt, man den zuerst gespeicherten 

nimmt und weiter speichert! An der x Stelle 7 nimmt man also die P1 Werte, da die zuerst 

ƎŜǎǇŜƛŎƘŜǊǘκ αƎŜȊŜƛŎƘƴŜǘά ǿǳǊŘŜƴΗ 

8        6     

7       5 5     

6      4 4 5     
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5     3 3 3 4     

4    2 2 2 2 3     

3   1 1 1 1 1 2     

2             

1             

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Punkt P3 ist durch (7, 1, 7), (9, 1, 5), (9, 6, 0) und (7, 6, 2) gegeben. Wir schreiben nun, wie schon 

zuvor, die 4 Punkte für P3 an. 

8        6     

7       5 5     

6      4 4 2 5 0    

5     3 3 3 4     

4    2 2 2 2 3     

3   1 1 1 1 1 2     

2             

1       7  5    

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Jetzt schreibe ich mir wieder durch ein ? an welche Punkte noch zu berechnen sind. 

8        6     

7       5 5     

6      4 4 2 5 ? 0    

5     3 3 3 ? 4 ? ?    

4    2 2 2 2 ? 3 ? ?    

3   1 1 1 1 1 ? 2 ? ?    

2       ? ? ?    

1       7 ? 5    

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Erneut berechnet man sich die Werte an den mit ? markierten Stellen. Man sieht wieder deutlich, 

wie pro x Koordinate der z Wert um 1 verringert wird, und pro zunehmenden y Wert ebenfalls um 1 

verringert wird. 

8        6     

7       5 5     

6      4 4 2 5 1 0    

5     3 3 3 3 4 2 1    

4    2 2 2 2 4 3 3 2    

3   1 1 1 1 1 5 2 4 3    

2       6 5 4    

1       7 6 5    

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
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In diesem Schritt schaut man nun wieder, welcher Wert gespeichert wird, sprich welches Polygon 

einen höheren z Wert hat. Wie schon zuvor geschrieben, bei gleichem z Wert übernimmt/ speichert 

man den Wert der zuerst gespeichert wurde: 

8        6     

7       5 5     

6      4 4 5 0    

5     3 3 3 4 1    

4    2 2 2 4 3 2    

3   1 1 1 1 5 4 3    

2       6 5 4    

1       7 6 5    

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Punkt P4 nehme ich mit (4, 5, -2), (10, 5, 4), (10, 7, 4) und (4, 7, -2) an. Wie schon einige Male zuvor, 

schreibe ich mir in den Raster die z Werte des Polygons P4, genauer gesagt die 4 Eckpunkte die 

dieses Polygon aufspannen, um dann im nächste Schritt mir die zu berechnenden Stellen mit einem ? 

zu markieren 

8        6     

7    -2   5 5  4   

6      4 4 5 0    

5    -2 3 3 3 4 1 4   

4    2 2 2 4 3 2    

3   1 1 1 1 5 4 3    

2       6 5 4    

1       7 6 5    

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Der Raster mit den ? schaut wie folgt aus: 

8        6     

7    -2 ? ? 5 ? 5 ? ? 4   

6    ? ? 4 ? 4 ? 5 ? 0 ? ?   

5    -2 3 ? 3 ? 3 ? 4 ? 1 ? 4   

4    2 2 2 4 3 2    

3   1 1 1 1 5 4 3    

2       6 5 4    

1       7 6 5    

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Wir wollen uns nun die z Werte an den mit ? markierten Stellen ausrechnen. In x Richtung sieht man 

gut, das pro x+1 Wert der z Wert auch um 1 steigt. In y Richtung sieht man, dass sich der z Wert nicht 

verändert:  

8        6     
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7    -2 -1 0 5 1 5 2 3 4   

6    -2 -1 4 0 4 1 5 2 0 3 4   

5    -2 3 -1 3 0 3 1 4 2 1 3 4   

4    2 2 2 4 3 2    

3   1 1 1 1 5 4 3    

2       6 5 4    

1       7 6 5    

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

WŜǘȊǘ ŦƻƭƎǘ Řŀǎ ǎŎƘƻƴ ōŜƪŀƴƴǘŜ {ǇƛŜƭ ŘŜǎ α{ǘǊŜƛŎƘŜƴǎάΣ ǎǇǊƛŎƘ ǎŎƘŀǳŜƴ ǿŜƭŎƘŜǊ Ȋ ²ŜǊǘ ŘŜǊ ōŜƛŘŜƴ 

Polygone größer ist. 

8        6     

7    -2 -1 0 5 5 3 4   

6    -2 -1 4 4 5 3 4   

5    -2 3  3 3 4 3 4   

4    2 2 2 4 3 2    

3   1 1 1 1 5 4 3    

2       6 5 4    

1       7 6 5    

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

Jetzt haben wir den z- Puffer komplett berechnet für die 4 Polygone, und wissen an welcher xy Stelle 

welches Polygon gezeichnet wird. Folglich können wir es zeichnen und das Beispiel ist fertig. 

8        P1     

7    P4 P4 P4 P1 P1 P4 P4   

6    P4 P4 P1 P1 P2 P4 P4   

5    P4 P1 P1 P1 P2 P4 P4   

4    P1 P1 P1 P3 P2 P3    

3   P1 P1 P1 P1 P3 P3 P3    

2       P3 P3 P3    

1       P3 P3 P3    

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Ausgabe von Linien  

Angabe 

Gegeben sind zwei Linien, die durch die Endpunkte (1, 5) und (12, 6) sowie (1, 8) und (12, 2) definiert 

sind. Geben Sie die erste dieser Linien mit dem Bresenhamς Verfahren im untenstehenden Raster 

aus, und verwenden Sie für die zweite Linie das DDA-Verfahren. Geben Sie alle Zwischenschritte der 

beiden Algorithmen (gegebenenfalls auf einem Beiblatt) an. 

Vorgehensweise  
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Ziel ist es, eine Linie mit einem Anfangspunkt und einem Endpunkt zu zeichnen. Bei Bresenham 

verwendet man einige FormelnΣ ŘƛŜ ōŜƛ α.ŜǊŜŎƘƴǳƴƎ .ǊŜǎŜƴƘŀƳά ŀǳŦƎŜŦǸƘǊǘ sind. 

Bei DDA rechnet man sich hingegen die Steigung aus, addiert die zum vorherigen y Wert dazu (und 

erhöht immer automatisch das x um 1) und rundet y auf den nächstgelegenen, ganzen Wert. 

Berechnung  Bresenham  

Zuerst Rechnen wir uns die Konstanten aus (für Bresenham, also die Linie die durch die Endpunkte (1, 

5) und (12, 6) geht). Konstanten sind Werte die sich nicht verändern und somit gleich bleiben: 

  

  

  

  

Mit den beiden Punkten (1, 5) und (12, 6) kommt man nun auf folgende Berechnung: 

  

  

  

  

Nun schreiben wir uns den ersten zu zeichnenden Punkt an: 

Formel  x y 

  1 5 

 

Den ersten zu berechnenden Punkt berechnen wir durch die Formel: 

 

Grafisch dargestellt in einer Tabelle sieht das in etwa so aus: 

Formel  x y 

  1 5 

    

 

Wenn wir nun unsere Konstante  nehmen und -  rechnen, haben wir  

Formel  x y 

  1 5 

 -9   

 

Wir müssen jetzt immer schauen, ob der Wert in der Spalte  kleiner ist als 0. Wenn dies der Fall ist, 

erhöhen wir das x, und das y nicht. Ist  größer/ gleich 0, erhöhen wir x und y um jeweils 1! In 

diesem Fall ist =-9, also kleiner als 0. Dadurch erhöhen wir nur unser x, aber nicht y! 
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Formel  x y 

  1 5 

 -9 2 5 

 

Da wir jetzt unseren ersten Punkt berechnet haben, verwenden wir ab jetzt eine andere Formel für 

unser : 

 

Nun schreibe ich in die Spalte Formel die Formel mit der wir unser  berechnen und rechne es aus. 

In unserem Fall ist also . Setzen wir nun ein, erhalten wir  was folglich -7 

ist. Da -7 kleiner als 0 ist, erhöhen wir x um 1, und y nicht!  

Formel  x y 

  1 5 

 -9 2 5 

 -7 3 5 

 

Dies wiederholen wir, bis wir einen  Wert größer/ gleich 0 erhalten. 

Formel  x y 

  1 5 

 -9 2 5 

 -7 3 5 

 -5 4 5 

 -3 5 5 

 -1 6 5 

 1   

 

Bei  haben wir beim Wert   einen Wert größer/ gleich 0. Somit wird nun auch 

endlich nicht nur das x, sondern auch das y erhöht. 

Formel  x y 

  1 5 

 -9 2 5 

 -7 3 5 

 -5 4 5 

 -3 5 5 

 -1 6 5 

 1 7 6 

 

Immer wenn das y auch erhöht wird, muss man das nächste  durch die Formel 
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berechnen. In unserem Fall erhält man also für . Da -19 

kleiner 0 ist, erhöht man erneut nur das x, und das y nicht, und rechnet wie zuvor mit der Formel 

 weiter. 

Formel  x y 

  1 5 

 -9 2 5 

 -7 3 5 

 -5 4 5 

 -3 5 5 

 -1 6 5 

 1 7 6 

 -19 8 6 

 -17 9 6 

 -15 10 6 

 -13 11 6 

 -11 12 6 

 

Mit x = 12 und y = 6 haben wir unseren Endpunkt erreicht, und brauchen somit keine neuen Punkte 

zu berechnen. 

Berechnung DDA 

Nun kommt die Berechnung der zweiten Linie mit den Punkten (1, 8) und (12, 2) und dem DDA 

Verfahren. 

Zuerst Rechnen wir uns, wie schon zuvor beim Bresenham, zuerst die Konstanten aus.  

  

  

  ??? ToDo nicht ganz sicher ??? 

  ??? ToDo nicht ganz sicher ??? 

Mit den Punkten (1, 8) und (12, 2) erhält man folgende Berechnungen 

  

  

  

  Periodisch 

Die  Werte rechnet man sich jeweils mit der Formel 

 

aus und rundet dann auf ganze Zahlen, während man jeweils das x um eins erhöht. Da wir noch 

keinen Punkt berechnet haben, nehmen wir also für unser den y Startpunkt, also  da der 
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Startpunkt ja (1, 8) ist. Für x und y nehmen wir die jeweiligen x bzw. y Koordinaten des 

Anfangspunktes, also für x 1 und für y 8. 

Formel  x y 

 8 1 8 

 

Mit der Formel  können wir uns nun  ausrechnen. Unser  ist 8 und 

unser  beträgt . Somit erhalten wir ~7,45. Das x erhöht man automatisch immer um 1! 

Formel  x y 

 8 1 8 

 7,45 2  

 

Das y berechnet man, wie schon kurz zuvor beschrieben, indem man sich  

ausrechnet und anschließend auf die nächste, ganze Zahl rundet. In unserem Fall liegt 7,45 näher bei 

7, und folglich rundet man das y dann auf 7 

Formel  x y 

 8 1 8 

 7,45 2 7 

 

Bei  kommt man auf 6,91, was näher bei 7 liegt. Somit hat man für x=3 einen y=7. 

Formel  x y 

 8 1 8 

 7,45 2 7 

 6,91 3 7 

 

Nun rechnet man so weiter, bis man beim Endpunkt (12, 2) ankommt. 

Formel  x y 

 8 1 8 

 7,45 2 7 

 6,91 3 7 

 6,36 4 6 

 5,82 5 6 

 5,27 6 5 

 4,73 7 5 

 4,18 8 4 

 3,64 9 4 

 3,09 10 3 

 2,55 11 3 

 2 12 2 

 



Seite 14 von 54 
 
 

Am Schluss muss man nur noch die Punkte die die Linie bilden vom Bresenham Beispiel und DDA im 

Raster eintragen. Hier noch ein Mal die zu zeichnenden Punkte der jeweiligen Linien: 

Bresenham (B) DDA (D) 

x y x y 

1 5 1 8 

2 5 2 7 

3 5 3 7 

4 5 4 6 

5 5 5 6 

6 5 6 5 

7 6 7 5 

8 6 8 4 

9 6 9 4 

10 6 10 3 

11 6 11 3 

12 6 12 2 

 

Das Ergebnis sollte wie folgt aussehen: 

8 D            

7  D D          

6    D D  B B B B B B 

5 B B B B B B D D      

4        D D    

3          D D  

2            D 

1             

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Natural Cubic Splines  

Angabe 

Gegeben sind die folgenden Stützpunkte: 

ω Punkt P1 : (-1, 1) 

ω Punkt P2 : (0, 3) 

ω Punkt P3 : (1, 0) 

Weiters ist gegeben dass der Anstieg beider Splines im Punkt P2 mit -5 angenommen werden soll, 

und dass außerdem die zweite Ableitung am Punkt P2 für beide Kurven -10 beträgt. 

Wie lautet die explizite Form (d.h. die Form  mit 4 Koeffizienten pro 

Segment, und daher insgesamt 8 Unbekannten für die beiden Segmente zusammen.) der beiden 

Polynome? 
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Die Graphik zeigt einen Plot der beiden Kurvensegmente die als Resultat dieser Interpolation 

entstehen (wurde auch ein Mal bei einer Prüfung zur Verdeutlichung/ Visualisierung angegeben, aber 

meistens wurde es weggelassen). 

 

Vorgehensweise  

Bei diesem Beispiel wollen wir die explizite Form  anschreiben. Damit wir 

dies können, müssen wir uns die Fehlenden Variablen ausrechnen, also a, b, c und d.  

Wir haben jeweils bzw. , die unsere y sind und auch das Ergebnis der Gleichung 

. 

5ŀ ƛƴ ŘŜǊ !ƴƎŀōŜƴ ǎǘŜƘǘ α²ŜƛǘŜǊǎ ƛǎǘ ƎŜƎŜōŜƴ Řŀǎǎ ŘŜǊ !ƴǎǘƛŜƎ ōŜƛŘŜǊ {ǇƭƛƴŜǎ ƛƳ tǳƴƪǘ tн Ƴƛǘ -5 

ŀƴƎŜƴƻƳƳŜƴ ǿŜǊŘŜƴ ǎƻƭƭάΣ ƘŀōŜƴ ǿƛǊ ŀǳŎƘ das Ergebnis der ersten Ableitung. 

5ǳǊŎƘ αǳƴŘ Řŀǎǎ ŀǳǖŜǊŘŜƳ ŘƛŜ ȊǿŜƛǘŜ !ōƭŜƛǘǳƴƎ ŀƳ tǳƴƪǘ tн ŦǸǊ ōŜƛŘŜ YǳǊǾŜƴ -мл ōŜǘǊŅƎǘά ǿƛǎǎŜƴ 

wir auch das Ergebnis der zweiten Ableitung und y. 

Somit brauchen wir nur die erste und zweite Ableitung von  zu bilden, 

einǎŜǘȊŜƴΣ ǊŜŎƘƴŜƴΣ ǳƳŦƻǊƳŜƴΣ ǿƛŜŘŜǊ ŜƛƴǎŜǘȊŜƴΣ ǊŜŎƘƴŜƴΣΧ ōƛǎ Ƴŀƴ ŀƭƭŜ ŦŜƘƭŜƴŘŜƴ ±ŀǊƛŀōƭŜƴ ƘŀǘΦ 

Am Schluss wird in  eingesetzt, vereinfacht so weit es geht und die Aufgabe 

ist gelöst. 

Skizze 

Zuerst zeichne ich mir eine Skizze, damit ich in etwa weiß wie alles aussehen soll und auch ein wenig 

abschätzen kann, ob die Ergebnisse stimmen könnten: 
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Berechnung  mit P1 und P2  

Zuerst schreiben wir uns die Punkte in einer etwas anderen Form an. Allgemein gesagt kann man 

ŦƻƭƎŜƴŘŜ αCƻǊƳŜƭά ŀǳŦǎǘŜƭlenΣ ǿƻōŜƛ ŘƛŜ ƛƴ αά ŀƴƎŜƎŜōŜƴŜƴ !ƴǿŜƛǎǳƴƎŜƴ ǎƻ Ȋǳ ǾŜǊǎǘŜƘŜƴ ǎƛƴŘΣ Řŀǎǎ 

Ƴŀƴ ŜƛƴŦŀŎƘ Řŀǎ ƛƴ αά ŀƴƎŜƎŜōŜƴŜ 9ǊƎŜōƴƛǎ ƘƛƴǎŎƘǊŜƛōǘΦ LƳ CŀƭƭŜ Ǿƻƴ  schreibt 

man nicht  hin sondern das Ergebnis der Anweisung, also konkret den Wert 

den die y Koordinate P1 hat.  

CǸǊ ŘƛŜ ŜǊǎǘŜƴ н tǳƴƪǘŜ όtм ǳƴŘ tнύ ǎŎƘŀǳǘ ŘƛŜ αCƻǊƳŜƭά ǿƛŜ ŦƻƭƎǘ ŀǳǎΥ 

  

  

  

  

CǸǊ ŘƛŜ ƴŅŎƘǎǘŜƴ н tǳƴƪǘŜ όtн ǳƴŘ tоύ ǎŎƘŀǳǘ ŘƛŜ αCƻǊƳŜƭά ǿƛŜ ŦƻƭƎǘ ŀǳǎΥ 

  

  

  

  

Im nächsten Schritt setzen wir nun ein: 

 

 

Danach schreiben wir uns die explizite Form  jeweils an, leiten ab da wir ja 

z.B.  und  in der Rechnung haben. Damit wir gut weiterarbeiten können, schreiben wir auch 

erneut den Schritt davor noch ein Mal an. Zu beachten ist, dass man bei  immer bei den Variablen 

 schreiben muss, während man bei folglich  schreiben muss.  
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Da die explizite Form immer  ist, kann man also immer folgendes 

anschreiben (abgesehen von den konkreten Werten in Zeile 1, die wir ja zuvor bestimmten): 

 
 

  
 

 
 

 
 

 

Wie beginnen jetzt mit dem einsetzen für P1 und P2. Dazu nehmen wir uns die erste Gleichungen in 

Zeile 2 ( ) her. 

Wir haben, wie es auch in der ersten Zeile zu finden ist, ja 2  Werte, nämlich  und 

. Wir setzen nun  und  in die Gleichung jeweils ein: 

  

 

Da wir in Zeile 2 bei  immer einen Ausdruck Mal 0 rechnen, folglich 0 erhalten, können wir 

uns dort einfach  ausrechnen da alles andere wegfällt: 

 

Das errechnete  wird jetzt in die andere Gleichung eingesetzt: 

  

Im nächsten Schritt rechnen wir weiter, so gut es geht 

  

Wir wollen  ŀƭƭŜƛƴŜ ŀǳŦ ŜƛƴŜǊ {ŜƛǘŜ ǎǘŜƘŜƴ ƘŀōŜƴΣ ǳƴŘ ŀǳŎƘ Řŀǎ α9ǊƎŜōƴƛǎά м όŀǳǎ ) mit 

in die Rechnung bringen, da wir dort ja eine 3 haben: 

  

Da wir jetzt nicht mehr weiter rechnen können, schauen wir uns die beiden Ableitungen von  an: 

 

 

Da wir für  und  gegeben haben, setzen wir das nun ein. Nicht auf das 

ersetzen von  vergessen: 
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Beginnen wir mit dem ausrechnen. Viel fehlt weg da Ausdrücke Mal 0 gerechnet werden: 

 

0+  

Fassen wir nun kurz Zusammen was wir bisher schon ausgerechnet haben: 

 

Uns fehlt also nur noch . Bei einer Rechnung zuvor, 

 haben wir unser  mit Hilfe von  und  

schon angeschrieben. Da wir die beiden Werte jetzt ausgerechnet haben, können wir einsetzen: 

 

Alle Variablen sind nur berechnet:  

Wir können folglich in unserer Gleichung  einsetzen: 

  

!Ƴ {ŎƘƭǳǎǎ ƴƻŎƘ αŀǳǎǊŜŎƘƴŜƴά ǳƴŘ Ƴƛǘ ŘŜƳ ŜǊǎǘŜƴ ¢Ŝƛƭ ǎƛƴŘ ǿƛǊ ŦŜǊǘƛƎΥ 

 

Berechnung mit P2 und P3  

Dasselbe machen wir nun auch mit P2 und P3, also  und seinen Ableitungen. Der Vollständigkeit 

halber rechne ich in dieser Ausarbeitung alles, werde aber nicht auf Details eingehen da diese schon 

zuvor beschrieben wurden. Zur Erinnerung, so sehen unsere Gleichungen aus: 

 

 

 

 

Wir setzen wieder ein, also in : 

 

 

Jetzt mit : 

 

Das zuvor ausgerechnete  setzen wir ein: 
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Da wir nicht weiter kommen, nehmen wir die erste Ableitung her: 

 mit  

 

Da wir nicht weiter kommen, nehmen wir die zweite Ableitung her: 

 mit  

 

Ergibt:  

Da nur mehr  fehlt, nehmen wir die Gleichung  und setzen ein: 

 

Alle Variablen sind berechnet, und können nun in  eingesetzt 

werden, und somit ist das Beispiel erledigt: 

 

Cubic Splines 
ΚΚΚ ²ŀǎ ¦ƴǘŜǊǎŎƘƛŜŘ Ȋǳ bŀǘǳǊŀƭ /ǳōƛŎ {ǇƭƛƴŜǎΣ ƘŀōŜ ƴǳǊ ŦƻƭƎŜƴŘŜƴ ¦ƴǘŜǊǎŎƘƛŜŘ ƎŜŦǳƴŘŜƴ αȊǳǎŅǘȊƭƛŎƘ 

ist bekannt, dass der erste Abschnitt einen Wendepunkt an der x-Koordinate -лΦрά ΚΚΚ 

Angabe 

Gesucht ist die explizite Form einer Cubic Spline. Die explizite Form ist eine Gleichung 

 mit 4 Koeffizienten pro Segment, und daher insgesamt 8 Unbekannten für die 

beiden Segmente zusammen. 

Gegeben sind die folgenden Stützpunkte:  

ω Punkt P1 : (-1, 0) 

ω Punkt P2 : (0, 1) 

ω Punkt P3 : (1, -2) 

Beide Splinesegmente weisen im Punkt P2 die gleiche Tangentensteigung von -2 auf, und zusätzlich 

ist bekannt, dass der erste Abschnitt einen Wendepunkt an der x-Koordinate -0.5 und der zweite 

Abschnitt einen Wendepunkt an der x-Koordinate 0.5 besitzt. 

Vorgehensweise  

grundsätzlich gibts 2 gleichungen 3. grades: 
 
z.b.  
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a1x³ + b1x² + c1x + d = 0 
a2x³ + b2x² + c2x + d = 0 
 
... nun müssn die insgesamt 8 unbekannten aufgrund diverser definitionen errechnet werden (z.b. 
sind dann ein paar punkte in koordinaten angegeben, oder es gibt ein paar definitionen von 
anstiegen usw.). 
??? ToDo ??? 

Berechnung  

??? ToDo ??? 

Hermite Splines  

Angabe 

Gesucht sind die parametrischen Formen zweier Hermite Splines. Die parametrische Form ist eine 

Vektorgleichung  mit 8 Koeffizienten pro Segment, und daher 16 

Unbekannten für die beiden Segmente insgesamt. Das erste Segment geht vom ersten zum zweiten 

Kontrollpunkt und das zweite Segment vom zweiten zum dritten Kontrollpunkt. Zusätzlich soll der 

Übergang vom ersten auf das zweite Segment C1 stetig sein. 

Gegeben sind die folgenden Stützpunkte:  

ω Punkt P1 : (-1, 1) 

ω Punkt P2 : (0, 2) 

ω Punkt P3 : (1, 2) 

Und folgende Tangenten:  

ω Tangente im Punkt P1 : (1, 5) 

ω Tangente im Punkt P2 : (0, 2) 

ω Tangente im Punkt P3 : (1, 0) 

Vorgehensweise  

Einfach in die Formel  einsetzen, ausrechnen und das war 

es. 

Berechnung  
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 und  sind jeweils die Punkte (P1 und P2 bzw. P2 und P3) und  und  sind jeweils die 

Tangentenpunkte (Tangente im Punkt P1 und Tangente im Punkt P2 bzw. Tangente im Punkt P2 und 

Tangente im Punkt P3).  

Wir setzen nun für das erst Polygon ein: 

 

Wir setzen nun für das zweite Polygon ein: 

 

Die Ergebnisse setzen wir nun in unserer Gleichung aus der Angabe  

ein:  

 

 

Constructive Solid Geometry  (kurz CSG) 

Angabe 

Gegeben ist die im linken Raster aufgezeichnete schwarze Fläche: 
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Skizzieren Sie einen 2DςCSG Baum, der die oben angegebene schwarze Fläche mit möglichst wenig 

Endknoten repräsentiert. 

Als Endknoten (geometrisches Grundobjekte) sind dabei ausschließlich die drei neben dem Raster 

angegebenen schwarzen Figuren zu verwenden, die nicht rotiert oder skaliert, sondern ausschließlich 

verschoben und durch die drei CSG-Operationen (Vereinigung, Durchschnitt und Subtraktion) 

verbunden werden dürfen. Der Raster rund um die Grundbausteine gehört nicht zu den Bausteinen 

selbst, sondern dient nur dazu ihre Größe (3 mal 3 mit Loch in der Mitte etc.) deutlich zu zeigen. 

Geben Sie im CSG-Baum die Platzierung der Endbausteine in Pixelkoodinaten in Bezug auf die linke 

obere Ecke des Bausteins an. (0,0) würde beispielsweise einen Baustein in der linken unteren Ecke 

des Rasters angeben. 

Beachten Sie bitte auch dass es mehrere relativ gute Lösungen gibt und Sie nicht unbedingt die 

effizienteste Version angeben müssen um alle Punkte zu bekommen. Sie müssen auch nicht 

unbedingt alle Bausteinsorten verwenden. 

Vorgehensweise  

Nur durch Grundbaustein A, B und C muss die gegebene schwarze Fläche dargestellt werden. Es gibt 

keine allgemeine Vorgehensweise wie man diese Aufgabe am besten löst.  

Ich mache es so, dass ich mir die größten Steine her nehme (von der schwarzen Fläche her 

genommen), da umso mehr Fläche man schwarz färbt durch einen einzigen Stein, umso weniger 

Steine braucht man rein theoretisch. Damit baue ich Mal grob die schwarze Form zusammen, so gut 

es geht.  

5ŀƴƴ ǎŎƘŀǳŜ ƛŎƘΣ ǿŀǎ ƳƛǊ ƴƻŎƘ ŦŜƘƭǘ ǳƴŘ ƛŎƘ ŘǳǊŎƘ ŜƛƴŜƴ αƪƭŜƛƴŜǊŜƴά DǊǳƴŘōŀǳǎǘŜƛƴ ƳŀŎƘŜƴ ƪŀƴn. 

!ǳŎƘ ǎŎƘŀǳŜƴ Ƴǳǎǎ ƳŀƴΣ ǿŀǎ αǳƳƎŜŦŅǊōǘά ǿŜǊŘŜƴ ƳǳǎǎΣ Řŀ ŘǳǊŎƘ ŘŜƴ ƎǊƻǖŜƴ DǊǳƴŘōŀǳǎǘŜƛƴ όƻŘŜǊ 

später auch durch einen kleinen) auch etwas schwarz wurde, was weiß gehört, und ich durch eine 

Subtraktion wieder weg bekommen kann. 
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Berechnung  

Man könnte in dem Beispiel fast alles mit Baustein C einfärben, die paar Stellen die über bleiben oder 

sehr vertikal Funktionieren, mit B. Da dadurch man aber viele Steine braucht (B und C färben jeweils 

3 Felder, C hingegen aber 8!), es nicht optimal ist, beginne ich mit Grundbaustein A. 

Zur besseren Darstellung wurden die Blöcke eingefärbt: 

 

 

 

 

 

Ich nehme mir nun Grundbaustein A her, und schaue wo er überall hinein passt: 

 

Damit an der einen Stelle es nicht schwarz wird durch Grundbaustein A, verwende ich Grundbaustein 

C (Subtraktion) um die Stelle wieder weiß zu färben. Dasselbe kann man auch auf der linken Seite 

oben machen: 



Seite 24 von 54 
 
 

 

Es fehlen uns nun noch die 5 Stellen (8, 4), (8, 5), (9, 3), (10, 3) und (10, 5). Da der Grundbaustein A 

sehr groß ist, genau die Punkte schwarz färbt, verwenden wir ihn. Das Problem ist dann nur, dass 

Stelle (8, 3) ebenfalls schwarz gefärbt wird, obwohl sie weiß bleiben soll. Deswegen wenden wir dann 

Grundbaustein B an. Man könnte aber auch Grundbaustein C verwenden. Da wir Grundbaustein B 

noch nicht verwendet haben (was man aber auch nicht muss!) verwende ich diesen: 

 

Nun haben wir mit 4 Mal Grundbaustein A (grün), 1 Mal Grundbaustein B (rot) und 2 Mal 

DǊǳƴŘōŀǳǎǘŜƛƴ / όōƭŀǳύ ŘƛŜ ǎŎƘǿŀǊȊŜ CƭŅŎƘŜ ǎƻ αƴŀŎƘƎŜōŀǳǘά ǿƛŜ ǾŜǊƭŀƴƎǘΦ  

Jetzt fehlt nur noŎƘ ŘƛŜ αƳŀǘƘŜƳŀǘƛǎŎƘŜά {ŎƘǊŜƛōǿŜƛǎŜ ƛƴ CƻǊƳ ŜƛƴŜǎ /{D- Baum, da wir bis jetzt ja 

alles nur visuell machten. Dazu nehmen wir die einzelnen Grundbausteine her und schreiben die 

Operationen wie folgt an: 
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 Vereinigung:  

 Durchschnitt:   

 Subtraktion:  

Wichtig ist, dass man auch Klammern machen muss! In unserem Fall brauchen wir z.B. um das 

αDŜōƛƭŘŜά ǊŜŎƘǘǎ ƻōŜƴ ōȊǿΦ ƭƛƴƪǎ ƻōŜƴ Ȋǳ ƳŀŎƘŜƴ ƧŜǿŜƛƭǎ ŘŜƴ ƎǊǸƴŜƴ DǊǳƴŘōŀǳǎǘŜƛƴ !Σ ȊƛŜƘŜƴ 

(Subtraktion) davon den blauen Grundbaustein C ab, und das ERGEBNIS davon nehmen wir mit den 

anderen Bausteinen zusammen. Folglich würden wir schreiben  um die jeweiligen 

α¦ƴǘŜǊŜǊƎŜōƴƛǎǎŜά Ȋǳ ŜƛƴŜƳ α9ǊƎŜōƴƛǎά ȊǳǎŀƳƳŜƴ Ȋǳ ōǊƛƴƎŜƴΦ 

Dies mache ich jetzt für alle Grundbausteine: 

 also, A ohne C (für oben rechts), A (für unten), A ohne C (für oben links), 

A ohne B für unten. 

Im nächsten Schritt geben wir die Koordinaten an, sprich wo A, B und C platziert werden. 

ACHTUNG: Zu beachten ist, dass man in diesem Beispiel immer die obere linke Ecke der Bausteine 

verwendet bei der Koordinatenangabe, bei einigen Prüfungen verwendet man aber die untere linke 

Ecke. Weiters zu beachten ist, dass man wirklich die Ecke des Grundbausteines, NICHTS die Ecke der 

schwarzen Schattierung! 

Wenn wir nun die Koordinaten mit angeben, haben wir aus  folgendes 

gemacht:  

 

Somit haben wir die angegebene Fläche nur mit den Grundbausteinen A, B und C in einem CSG- 

Baum dargestellt, und das Beispiel ist erledigt. 

??? Weiß leider nicht ob man ŀǳŎƘ ŜƛƴŜƴ ǊƛŎƘǘƛƎŜ α.ŀǳƳά ȊŜƛŎƘƴŜƴ muss ??? 

Quadtree und  CSG  

Angabe 

Gegeben ist folgende schwarze Fläche (der Raster gehört nicht dazu): 
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a. Zeichnen Sie einen Quadtree, der diese schwarze Fläche repräsentiert. Geben Sie dabei klar 

an, welche Anordnung die Unterknoten im Quadtree haben (z.B. 1-2-3-4 oder 1-3-2-4).  

b. Skizzieren Sie einen 2DςCSG Baum, der die oben angegebene schwarze Fläche mit möglichst 

wenig Endknoten repräsentiert. Endknoten (Primitive) sind dabei Quadrate (Rechtecke mit 

gleich langen Seiten),die durch ihre linke untere und obere rechte Ecke im Raster angegeben 

werden (z.B. ((1, 1), (2, 2) für das Quadrat ganz unten links.). 

Vorgehensweise  

CǳƴƪǘƛƻƴƛŜǊǘ ŅƘƴƭƛŎƘ ŘŜƳ αConstructive Solid Geometryά (kurz CSG) das schon zuvor beschrieben 

wurde. Das Beispiel mit Quadtree kam schon lange nicht mehr, wird der Vollständigkeit halber aber 

ŜǊƪƭŅǊǘΦ bƻǊƳŀƭŜǊǿŜƛǎŜ ǿƛǊŘ ǎǘŀǘǘ ŘŜƳ αQuadtree und CSGά Ŝƛƴ αConstructive Solid Geometryά 

Beispiel gegeben. 

9ǎ ŦǳƴƪǘƛƻƴƛŜǊǘ ƎƭŜƛŎƘ ǿƛŜ αConstructive Solid GeometryάΣ ŘŜǊ ƎǊƻǖŜ ¦ƴǘŜǊǎŎƘƛŜŘ ƭƛŜƎǘ ŘŀǊƛƴΣ Řŀǎǎ Ƴŀƴ 

keine vorgegebenen Formen hat, stattdessen aber nur Quadrate nutzen kann. Sprich man hat 

CƻǊƳŜƴ Ƴƛǘ мȄмΣ нȄнΣ оȄоΣ пȄпΣΧ {ŎƘŀǘǘƛŜǊǳƴƎΦ 5ŀŘǳǊŎƘ ƛǎǘ Řŀǎ .ŜƛǎǇƛŜƭ Ŝǘǿŀǎ ƭŜƛŎƘǘŜǊ Řŀ Řŀǎ 

zusammenstückeln ƛƴ ŘŜǊ wŜƎŜƭ ŜƛƴŦŀŎƘŜǊ ƎŜƘǘ ōȊǿΦ Ƴŀƴ ƭŜƛŎƘǘ αǎŎƘǳƳƳŜƭƴά ƪŀƴƴ Řŀ ƛƳ bƻǘŦŀƭƭ ǾƛŜƭŜ 

1x1 verwenden kann. Dies ist vielleicht auch ein Grund, warum das Beispiel nicht mehr kommt. 

Berechnung  

Ich habe folgende Benennung: 

 A: 1x1 Quadrat 

 B: 2x2 Quadrat 

 C: 3x3 Quadrat 

 D: 4x4 Quadrat 

In einer Tabelle dargestellt (zur leichteren Weiterverarbeitung und ausbessern möglicher Fehler) 

schaut die Angabe so aus: 

9          

8          

7          

6          

5          
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4          

3          

2          

1          

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
LŎƘ ǿǸǊŘŜ ƴǳƴ 5 .ƭǀŎƪŜ ȊǳŜǊǎǘ αȊŜƛŎƘƴŜƴάΣ Řŀ ŘƛŜ ŀƳ ƎǊǀǖǘŜƴ ǳƴŘ ǎƻƳƛǘ ŀƳ ōŜǎǘŜƴ ǎƛƴŘΦ Da ich aber 

ǸōŜǊŀƭƭ Ƴƛǘ ƪƭŜƛƴŜǊŜƳ .ƭǀŎƪŜƴ ōŜǎǎŜǊ αŦŀƘǊŜάΣ ǿŜǊŘŜ ƛŎƘ ƴǳǊ C, B und A Blöcke verwenden (falls 

jemand eine bessere Lösung hat, bitte mir schicken!). Nach A, B bzw. C schreibe ich eine Zahl, damit 

man weis welche schwarzen Felder zu welchem Block dazu gehören, wo welche Block verwendet 

wurde... 

9          

8          

7  B1 B1 B2 B2 A2    

6  B1 B1 B2 B2 B3 B3   

5     B6 B3 + B6 B3   

4   B4 B4 B6 B6    

3   B4 B4  C1 C1-A3 C1  

2  A1 B5 B5  C1 C1 C1  

1   B5 B5  C1- C2 C1- C2 C1- C2  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Ich verwendete also A bei A1 und A2 um die Löcher zu füllen die noch zu füllen waren, und A3 um C1 

wieder umzufärben. 

Bei B verwendete ich alle B zum färben auf schwarz. 

C verwendete, ich um den großen 3x3 Block rechts unten schwarz zu färben (C1) und noch ein Mal 

bei C2 (das noch runter gehen um 2 Einheiten in ςy Richtung, falls das Raste auch in y Richtung 

negative Werte hätte), um von C1 es wieder auf weiß zu färben. 

In Summe macht das 3 A Quadrate, 6 B Quadrate und 2 C Quadrate=>11 Quadrate. 

aƛǘ YƻƻǊŘƛƴŀǘŜƴ όƭƛƴƪŜ ǳƴǘŜǊŜ 9ŎƪŜ ŀƭǎ αwŜŦŜǊŜƴȊάύ ǳƴŘ ŘŜǊ wŜƛƘŜƴŦƻƭƎŜ ƴŀŎƘ όƪƭŜƛƴŜǊŜ ½ŀƘƭ ƘƛƴǘŜǊ 

Buchstaben zuerst) würde es wie folgt aussehen: 

 

Somit haben wir die angegebene Fläche nur mit Quadraten in einem CSG- Baum dargestellt, und das 

Beispiel ist erledigt. 

??? Weiß leider nicht ob man auch einŜƴ ǊƛŎƘǘƛƎŜ α.ŀǳƳά ȊŜƛŎƘƴŜƴ muss ??? 

Transformationen  

Angabe 
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Gesucht ist die Matrix die Punkte vom Welt-Koordinatensystem (WKS) in das Kamera-

Koordinatensystem (KKS) transformiert. Es wird dabei ein rechts- händiges Koordinatensystem für die 

Kamera angenommen und weiters sind gegeben: 

Blickrichtung V = (0, -3, 0), Up-Vektor U = (2, 0, 0) und Position P = (3, 4, 5) (alle im WKS). Dabei legt V 

die z-Achse des KKS fest und U wird verwendet, um die y-Achse des KKS zu bestimmen. Welche 

Koordinaten besitzt der Punkt P im KKS? 

Vorgehensweise  

Zuerst müssen wir eine Verschiebung durchführen, danach um -90° auf x- Achse drehen und danach 

um 90° auf z- Achse. 

 

Damit wir das aber machen können, müssen wir uns zuvor einige Sachen ausrechnen und bedienen 

uns einigen Formeln. 

Formeln  

Allgemeine Formel für Kreuzprodukt zweier Matrizen  
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Rotation:  

Translation (verschieben):  

Rotation um x Achse:  κκōǊŀǳŎƘǘ Ƴŀƴ ōŜƛƳ αwŜǇŜǘƛǘƻǊƛǳƳάΦ 

Rotation um y Achse:  //braucht man bei dem Beispiel nicht. 

Rotation um z Achse:  κκōǊŀǳŎƘǘ Ƴŀƴ ōŜƛƳ αwŜǇŜǘƛǘƻǊƛǳƳάΦ 

Berechnung  

Beginnen wir mit der Blickrichtung V = (0, -3, 0). Wir setzen in  ein: 

 

Jetzt kommt der Up- Vektor U = (2, 0, 0) an die Reihe und setzen anschließen das errechnete  von 

zuvor ein: 

 

Nun dividiert man aus und erhält folgend Ausdruck, mit dem man weiter rechnet: 

 

Im nächsten Schritt, rechnen wir uns  mit der Formel  aus: 
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5ƛŜ ǳƴǘŜǊ α±ƻǊƎŜƘŜƴǎǿŜƛǎŜά ōŜǎŎƘǊƛŜōŜƴŜƴ {ŎƘǊƛǘǘŜ ǿŜǊŘŜƴ ƴǳƴ ŀƴƎŜǿŀƴŘǘΦ ½ǳŜǊǎǘ ǾŜǊǎŎƘƛŜōŜƴ ǿƛǊΦ 

Da wir 3 Koordinaten haben (laut Angabe), brauchen wir eine 4x4 Matrix. Wir füllen sie mit 0, außer 

in der einen Diagonale von links oben nach rechts unten: 

 

Nun setzen wir die Werte aus der Angabe (P = (3, 4, 5)) ein in die Formel für Translation:  

 

Jetzt kommt die Rotation dran. Wir errechneten zuvor ja folgendes: 

 

und setzen in die Formel für die Rotation ein:  

 

Unser Ergebnis berechnen wir mit  

  

Laut Repetitorium- Folien ist  das Ergebnis, was ich persönlich etwas fraglich 

finde, da αDŜǎǳŎƘǘ ƛǎǘ ŘƛŜ aŀǘǊƛȄά ƎŜŦǊŀƎǘ ƛǎǘ ǳƴŘ α²ŜƭŎƘŜ YƻƻǊŘƛƴŀǘŜƴ ōŜǎƛǘȊǘ ŘŜǊ tǳƴƪǘ t ƛƳ YY{ΚάΦ 

Im Repetitorium gerechnet  

Zusätzlich ist in den Repetitorium Folien auch folgendes gerechnet, weiß aber nicht wozu, da es zum 

selben Ergebnis führt, aber komplett anders funktioniert und der letzte Schritt für mich nicht 

nachvollziehbar ist  

Bei einer allgemeinen Rotation um die x- Achse hat man folgend Matrize: 



Seite 31 von 54 
 
 

 

Wir wollen eine Rotation um -90° auf der x Achse durchführen und setzen -90° ein 

 

Bei einer allgemeinen Rotation um die z- Achse hat man folgend Matrize: 

 

Wir wollen eine Rotation um 90° auf der z Achse durchführen und setzen 90° ein 

 

In den Repetitorium Folien steht nur drinnen, dass Translation und die 2 Rotationen zusammen 

 ergeben, aber nicht wie man darauf kommt. Wenn man 

 rechnet, und dann dies mit der 

Translation  rechnet, kommt man (zumindest ich) auf ein anderes Ergebnis! 

Matrizen und Transformationen  

Angabe 1 

Gegeben sind vier Matrizen M1, M2, M3 und M4 .Welche dieser vier Matrizen sind idempotent (d.h. 

aƛϝaƛ Ґ aƛύΚ ²ŜƭŎƘŜ ŘƛŜǎŜǊ ǾƛŜǊ aŀǘǊƛȊŜƴ ǎƛƴŘ ƛƘǊ ŜƛƎŜƴŜǎ LƴǾŜǊǎŜǎ όŘΦƘΦ aƛϝaƛ Ґ LύΚ αϝά .ŜȊŜƛŎƘƴŜǘ 

hierbei das Matrixprodukt und I ist die Identitätsmatrix I = M2. 

  



Seite 32 von 54 
 
 

  

  

 

Gegeben sei ein Punkt P = (x, y, z, w). Berechnen Sie Mi*P, d.h. transformieren Sie diesen Punkt mit 

jeder der vier Matrizen und interpretieren Sie das Ergebnis. Hinweis: Kann man z.B. M4 als eine 

Rotation interpretieren? Wenn ja, welche? 

Angabe 2 

Gegeben sind vier Matrizen M1, M2, M3 und M4. 

  

  

  

 

Welche dieser vier Matrizen sind idempotent (d.h. Mi*Mi = Mi)? Welche dieser vier Matrizen sind 

orthonormal (d.h. ϝaƛ Ґ LύΚ αϝά .ŜȊŜƛŎƘƴŜǘ ƘƛŜǊōŜƛ Řŀǎ aŀǘǊƛȄǇǊƻŘǳƪǘ ǳƴŘ L ƛǎǘ die 

Identitätsmatrix I = M2. Welche dieser Matrizen kann als Rotation interpretieren? Wenn das der Fall 

ist als welche Rotation? 

Formeln  

Rotation um x Achse:  //braucht man bei dem Bsp. nicht 

Rotation um y Achse:  //braucht man bei dem Bsp. nicht 



Seite 33 von 54 
 
 

Rotation um z Achse:  //braucht man beim Angabe 2 

Matrizenmultiplikation, wobei  : 

  

Transponierte Matrix:  und daraus ergibt sich  

Vorgehensweise  

Man setzt in die jeweilige(n) Formel(n) ein, rechnet sich das Ergebnis aus und schaut ob das Ergebnis 

mit dem was es ergeben sollte damit eine Bedingung erfüllt ist, übereinstimmt. 

Berechnung Angabe 1 

Wir wollen zuerst schauen, welche Matrizen idempotent, daher Mi*Mi = Mi ergibt.  ??? 

Rechenschritte noch alle dazu schreiben, jetzt ein Mal mit 

http://www.mathetools.de/matrizen_multiplikation/  gerechnet ??? 

  

Wir rechnen also    

Somit ergibt M1*M1 = M1=> M1 ist idempotent. 

Dasselbe machen wir nun auch mit den anderen Matrizen: 

  

     

Somit ergibt M2*M2 = M2=> M2 ist idempotent. 

  ??? Geht irgendwie nicht zu multiplizieren ??? 

http://www.mathetools.de/matrizen_multiplikation/
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{ƻƳƛǘ ŜǊƎƛōǘ aмϝaм ґ aмҐҔ aм ƛǎǘ bL/I¢ ƛŘŜƳǇƻǘŜƴǘΦ 

Nun wollen wir überprüfen, welche dieser vier Matrizen ihr eigenes Inverses sind, sprich Mi*Mi = I, 

wobei I der Identitätsmatrix I = M2 entspricht. 

Man muss also nur schauen bei den Rechnungen zuvor, wo als Ergebnis M2 heraus kommt. In 

unserem Fall ist das M2 und M4. 

??? ToDo Gegeben sei ein Punkt P = (x, y, z, w). Berechnen Sie Mi*P, d.h. transformieren Sie diesen 

Punkt mit jeder der vier Matrizen und interpretieren Sie das Ergebnis. Hinweis: Kann man z.B. M4 als 

eine Rotation interpretieren? Wenn ja, welche? ??? 

Berechnung Angabe 2 

Überprüfung der Matrizen auf idempotent, daher ob Mi*Mi = Mi ergibt: 

  

  

Somit ergibt M1*M1 = M1=> M1 ist idempotent. 

  

     

Somit ergibt M2*M2 = M2=> M2 ist idempotent. 

 ??? Geht irgendwie nicht zu multiplizieren ??? 
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 ??? ka was da raus kommt?? 

 

.Ŝƛ ŘŜǊ CǊŀƎŜ α²ŜƭŎƘŜ ŘƛŜǎŜǊ ǾƛŜǊ aŀǘǊƛȊŜƴ ǎƛƴŘ ƻǊǘƘƻƴƻǊƳŀƭ όŘΦƘΦ ϝaƛ Ґ LύΚά ŜƴǘǎǇǊƛŎƘǘ L ŘŜǊ 

Identitätsmatrix I = M2.  

Mit  ergibt sich ein  

  

  

  

Somit ergibt ϝaм ґ aнҐҔ aм ƛǎǘ bL/I¢ ƻǊǘƘƻƴƻǊƳŀƭ ό5ŜǊ ²ŜǊǘ ƛƴ ŘŜǊ ŜǊǎǘŜƴ {ǇŀƭǘŜ ŜǊǎǘŜ ½ŜƛƭŜ 

müsste 1 statt 0 sein). 

  

  

 

Somit ergibt *M2 = M2=> M2 ist orthonormal. 

  

 ??? ka was da raus kommt?? 
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Die letzte AuŦƎŀōŜ ōŜƛ ŘŜƳ .ŜƛǎǇƛŜƭ ƛǎǘ ŘƛŜ CǊŀƎŜ α²ŜƭŎƘŜ ŘƛŜǎŜǊ aŀǘǊƛȊŜƴ ƪŀƴƴ ŀƭǎ wƻǘŀǘƛƻƴ 

ƛƴǘŜǊǇǊŜǘƛŜǊŜƴΚ ²Ŝƴƴ Řŀǎ ŘŜǊ Cŀƭƭ ƛǎǘ ŀƭǎ ǿŜƭŎƘŜ wƻǘŀǘƛƻƴΚά Ȋǳ ōŜŀƴǘǿƻǊǘŜƴΦ ²Ŝƴƴ Ƴŀƴ ǎƛŎƘ ŘƛŜ ōŜƛ 

den Formeln zusammengeschriebenen Formeln ansieht, sieht man sehr gut, dass es sich bei M4 um 

eine Rotation um die z Achse handelt. 

Transformationsmatrizen  

Angabe 

9ƛƴ hōƧŜƪǘΣ Řŀǎ ǎƛŎƘ ōŜǊŜƛǘǎ ƛƴ ŜƛƴŜǊ ŘǳǊŎƘ ȊǿŜƛ 5ǊŜƘǳƴƎŜƴ ̅ ǳƴŘ ˼ ό̅ ŘǊŜƘǘ ǳƳ ŘƛŜ Ȋ-!ŎƘǎŜΣ ǳƴŘ ˼ 

um die y-Achse; für eine beliebige Drehung im Raum sind bekanntlich nur zwei Drehwinkel 

erforderlich.) und eine Verschiebung (tx, ty, tz) bestimmten Lage im Raum befindet (siehe Skizze), soll 

ƛƴ .ŜȊǳƎ ŀǳŦ ŘƛŜ ȄΨ-Achse seiner Objektkoordinaten (Das lokale Koordinatensystem des Objektes, das 

ƛƴ ŘŜǊ {ƪƛȊȊŜ ŀƭǎ ȄΨΣ ȅΨ ǳƴŘ ȊΨ ōŜȊŜƛŎƘƴŜǘ ǿƛǊŘΣ ǳƴŘ Řŀǎ ƎŜƎŜƴǸōŜǊ ŘŜƴ ²ŜƭǘƪƻƻǊŘƛƴŀǘŜƴ ǳƳ ŘƛŜ 

ŜǊǿŅƘƴǘŜƴ ²ƛƴƪŜƭ ̅ ǳƴŘ ˼ ǾŜǊŘreht ist) um den Faktor (6, 1, 8) für die verschiedenen 

Koordinatenachsen skaliert werden. 

Geben Sie die Abfolge und den Inhalt der Transformationsmatrizen für Weltkoordinaten (Das globale 

Koordinatensystem, welches in der Skizze durch die Hauptachsen x, y und z gegeben ist.) an, die dazu 

nötig sind; es ist nicht erforderlich, dass Sie die Kette der Transformationen auch ausmultiplizieren. 
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Vorgehensweise  

Man braucht eigentlich nicht anderes zu machen, als die ganzen Drehungs- Operationen (zwei 

Drehungen ̅ όǳƳ ŘƛŜ Ȋ-!ŎƘǎŜύ ǳƴŘ ˼ όǳƳ ŘƛŜ ȅ-Achse)) und die Verschiebung (Translation) 

rückgängig zu machen, und anschließend die Skalierung durchführen. 

Formeln  

Translation (verschieben):  

Invertierte Translation:  

 

??? Warum bei dem Beispiel Translationformel +, bei einem anderen Beispiel ς fürs normale ??? 
 

Rotation um x Achse:  //braucht man konkret bei dem Beispiel nicht 

Invertierte Rotation um x Achse:  //Vollständigkeit halber 
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Rotation um y Achse:   

Invertierte Rotation um y Achse:   

 

Rotation um z Achse:   

Invertierte Rotation um z Achse:   

Skalierung:  

Berechnung  

5ŀ ǿƛǊ ŘƛŜ wƻǘŀǘƛƻƴ ǳƳ ŘƛŜ ȅ !ŎƘǎŜ ǳƴŘ ½ !ŎƘǎŜ αǊǸŎƪƎŅƴƎƛƎά ƳŀŎƘen wollen, nehmen wir die 

Invertierten Formeln und rechnen sie *: 

  

Da wir auch eine Translation rückgängig machen müssen rechnen wir den zuvor angeschrieben 

Ausdruck * der Invertierte Translation Formel: 

  

Da am Schluss eine Skalierung (um den Faktor (6, 1, 8)) durchgeführt werden soll, setzen wir in die 

Formel die Werte dafür ein: 

 

In Summe erhält man folgende Rechnung: 
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??? Laut Repetitoriumsfolien muss man zu dem ganzen, auch noch eine Translation durchführen, 

Rotation in y und eine Rotation in z, warum auch immer ??? 

Diffuse Beleuchtungssituation mit zwei Lichtern  

Angabe 

 

 

Ein Punkt P wird von zwei rundumstrahlenden, (Kugelstrahler) weißen Lichtquellen beleuchtet. Die 

gesamte Beleuchtungssituation wird als rein diffus angenommen, d.h. es existiert kein spekularer 

Anteil. 

Gesucht ist die Farbe im Punkte P, die durch diese Beleuchtungssituation entsteht. 

Dabei ist eine Farbe ein Vektor mit einer roten, grünen und blauen Komponente, d.h. Farben sind 

von der Form = (R, G, B). Zum Beispiel ist die Farbe Weiß = (1, 1, 1) und Schwarz = (0, 0, 0). 

P liegt an den Koordinaten P = (5, 5, 5) und hat die Normale n =(0, 1, 0). Die Materialfarbe an diesem 

Punkt ist M = (0, 0.2, 0.3) (oft wird das M auch als C angegeben, wobei sich nichts ändert bei der 

Rechnung außer der Buchstabe). 

Das erste Licht L1 liegt an den Koordinaten L1 = (8, 10, 8) und hat die Intensität I =1 ( ). 

Das zweite Licht L2 liegt an den Koordinaten L2 = (-8, 10, -8) und hat die Intensität I =1 ( ). 

Vorgehensweise  

Wir brauchen eigentlich nur das Lambertsche Gesetz und setzen dort ein. Da man aber dafür einiges 

zuvor ausrechnen muss z.B. die Lichtvektoren und dann mit den Normalen zusammen bringen muss, 

machen wir das zuerst. Danach setzen wir ein und erhalten die Intensitäten. 
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Da die Szene aus 2 Lichtern besteht, müssen wir diese addieren, dass Ergebnis Mal der Materialfarbe 

multiplizieren, da beide Faktoren für die Farbe die am Punkt P entsteht verantwortlich sind. 

Formeln  

Lambertsches Gesetz:  

Lichtvektor  berechnen:  

Berechnung  

Zuerst wollen wir uns den Lichtvektor  mit  berechnen. Dazu rechnen 

wir uns zuerst  aus. 

P ist mit (5, 5, 5) gegeben und L1 = (8, 10, 8). Nun setzt man ein: 

 

 

Nun können wir in  einsetzen: 

 

Dasselbe machen wir nun mit P (5, 5, 5) und L2 = (-8, 10, -8) um uns den Lichtvektor  auszurechnen: 

 

 

Nun können wir in  einsetzen: 

 

Jetzt multiplizieren wir es mit der Normale n =(0, 1, 0) damit wir es später ins Lambertsche Gesetz 

einsetzen können: 

 

 

Das Lambertsche Gesetz lautet:  

Laut Angabe sind folgende Werte gegeben:  ??? Wo gegeben in Angabe ???, =1 und =1 

Wir setzen nun ein in  
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Zuvor rechneten wir uns  und  schon aus, und wenn wir Oben in  und  einsetzen 

erhalten wir: 

 

 

Da wir 2 Lichter haben, setzt sich die Intensität zusammen aus der Summe der Einzelintensitäten: 

 

Wenn wir einsetzen haben wir: 

 

Gesucht ist die Farbe am Punkt P (also ), der sich aus der Materialfarbe M = (0, 0.2, 0.3) und 

der Lichtquelle I ergibt: 

 

Wir setzen ein und erhalten: 

  

Ausgerechnet ergibt dies: . Somit wissen wir das die Farbe an diesem Punkt 0 bei 

R(ed), 0.204 bei G(reen), und 0.306 bei B(lue) beträgt und das Beispiel ist fertig gerechnet. 

ȵ0ÉØÅÌ 3ÈÁÄÉÎÇȰ ÂÚ×Ȣ ȵ3ÃÈÁÔÔÉÅÒÕÎÇ ÖÏÎ 0ÏÌÙÇÏÎÅÎȰ 

ÂÚ×Ȣ ȵ'ÏÕÒÁÕÄ- Interpolation und Phong - 

3ÃÈÁÔÔÉÅÒÕÎÇȰ ÂÚ×Ȣ ȵ0ÈÏÎÇ- Interpolation und Phong - 

3ÃÈÁÔÔÉÅÒÕÎÇȰ 

!ÎÇÁÂÅ ρ ɉȵ0ÉØÅÌ 3ÈÁÄÉÎÇȰɊ 

Führen Sie die Phong-Schattierung des mit * gekennzeichneten Pixels im untenstehenden bereits in 

Pixelrasterung gegebenen Dreieck durch. Die Normalvektoren an den Eckpunkten sind bekannt und 

aus der Skizze ersichtlich. Die Richtung des einfallenden Lichtes (Anmerkung: L)  ist durch den Vektor 

(0, 0, 1) gegeben. Die Intensität  der Lichtquelle ist 0.6 und die Materialkonstante  beträgt 0.9. 

!ƭǎ {ŎƘŀǘǘƛŜǊǳƴƎǎƳƻŘŜƭƭ ǎƻƭƭ ŘƛŜ [ŀƳōŜǊǘΨǎŎƘŜ wŜƎŜƭ ǾŜǊǿŜƴŘŜǘ ǿŜǊŘŜƴΦ 
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Angabe ς ɉÁÍ ÅÈÅÓÔÅÎ ȵ'ÏÕÒÁÕÄ- Interpolation und Phong - Schattierung ȰɊ 

Führen Sie für die Gouraud- Schattierung des mit * gekennzeichnete Pixels für das unten in einem 

Pixelraster angegebenen Polygon durch. Die Normalvektoren an den Eckpunkten sind wie folgt 

gegeben: 

ω Punkt A: (-1.8, -1.9, 3.0) 

ω Punkt B: (1.9, -1.4, 2.9) 

ω Punkt C: (3.2, 2.4, 3.3) 

ω Punkt D: (-1.5, 2.0, 2.9) 

Die Richtung zur Lichtquelle (Anmerkung: L) ist durch den Vektor (-0.0, 0.2, 3.0) gegeben. Die 

Intensität der Lichtquelle  ist 1.4, die Materialkonstante beträgt 0.8. Als Schattierungsmodell soll 

ŘƛŜ [ŀƳōŜǊǘΩǎŎƘŜ wŜƎŜƭ ǾŜǊǿŜƴŘŜǘ ǿŜǊŘŜƴ 

 
 

Berechnen Sie nun auch die Phong- Schattierung desselben Pixels. Als Schattierungsmodell soll hier 

ŜōŜƴŦŀƭƭǎ ŘƛŜ [ŀƳōŜǊǘΩǎŎƘŜ Regel verwendet werden. 

Angabe 3 (Gouraud- Interpolation und Phong - Schattierung)  

Führen Sie für die Schattierung des mit * gekennzeichnete Pixels in dem unten in einem Pixelraster 

angegebenen Polygon eine Gouraudς Interpolation durch. Als Schattierungsmodell soll das Phong- 

Modell verwendet werden. 
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Die Normalvektoren an den Eckpunkten sind wie folgt gegeben: 

ω Punkt A: (-0.5, 0.3, 3.7) 

ω Punkt B: (1, -0.9, 4) 

ω Punkt C: (1.6, 0.9, 3.2) 

ω Punkt D: (-0.2, 0.7, 2) 

Die Richtung zur Lichtquelle ist durch den Vektor (-0.7, 1.2, 9), der Blickvektor als (0, 0, -1) gegeben. 

Die Intensität der Lichtquelle  ist 1.5, die Materialkonstante beträgt 0.8, ist mit 0.7 

anzunehmen und der Exponent n betragt 75. Die Rasterung der Polygongrenzen ist für die relevanten 

Pixel eindeutig: es ist das Kästchen zu wählen, durch das der Großteil der Linie verläuft. 

 

Angabe 4 ɀ Phong- Interpolation und Phong - Schattierung  

Führen Sie für die Schattierung des mit * gekennzeichnete Pixels in dem unten in einem Pixelraster 

angegebenen Polygon eine Phongς Interpolation durch. Als Schattierungsmodell soll das Phong- 

Modell verwendet werden. 

Die Normalvektoren an den Eckpunkten sind wie folgt gegeben: 

ω Punkt A: (-2, 2, 0) 

ω Punkt B: (1, 1, 0) 

ω Punkt C: (0.3, 0.3, 0.3) 

ω Punkt D: (0, 1, 0) 

Die Richtung zur Lichtquelle ist durch den Vektor (-2, 3, 1), der Blickvektor als (0, 0, -1) gegeben. Die 

Intensität der Lichtquelle  ist 0.9, die Materialkonstante  beträgt 0.3,  ist mit 0.5 anzunehmen 

und der Exponent n betragt 6. Die Rasterung der Polygongrenzen ist für die relevanten Pixel 

eindeutig: es ist das Kästchen zu wählen, durch das der Großteil der Linie verläuft. 
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Vorgehensweise  

Normalisierung eines Vektors, vertikale und horizontale Interpolation, Intensität eines Pixels für 

diffuse Beleuchtung. //Angabe 2 und 3 

??? ToDo ??? 

Formeln  Angabe 1 

Normalisieren Schritt 1:   

Normalisieren Schritt 2:  

 

Formeln Angabe 2 und 3  

 

Lambertsches Gesetz:  

 

Berechnung  Angabe 1 

Zuerst berechnet man sich die x, y und z Koordinate des Punktes. Dazu muss man einfach sich die 

Abstände zwischen den gegebenen Punkten anschauen, z.B. horizontal (-3, 3, 0) und (15, -3, 0). Man 

sieht sofort, dass sich beim x Wert eine Differenz von 18 ergibt, bei y -6, und bei z keine. Da diese 

beiden Punkte 6 Felder Auseinader liegen, rechnet man die jeweiligen Wertunterschiede durch die 

Anzahl der Felder, in dem Fall 6. Dadurch ergeben sich folgende Veränderungen: 
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 x Veränderung pro Feld nach unten: 18/ 6=> 3 

 y Veränderung pro Feld nach unten: -6/ 6=> -1 

 z Veränderung pro Feld nach unten: 0/ 6=> 0  

Somit kann man horizontal auf der linken Seite alle Werte ausrechnen und anschreiben. Nun braucht 

man die vertikalen Unterschiede. Wenn man den Punkt (6, 0, 0) betrachtet und (0, 3, 3), da beide 

nun bekannt sind und horizontal sind, erkennt man auch hier gut die Wertunterschiede die sich 

horizontal ergeben, wenn man 3 Felder hat, x -6 Unterschied hat, y 3 und z 3: 

 x Veränderung pro Feld nach unten: -6/ 3=> -2 

 y Veränderung pro Feld nach unten: 3/ 3=> 1 

 z Veränderung pro Feld nach unten: 3/ 3=> 1  

Damit können wir uns jetzt alle Punkte ausrechnen, auch de mit * markierten Punkt. Die Ergebnisse 

der einzelnen Punkte sollten wie folgt aussehen: 

 

Wir erhalten also (1, 2, 1) für unseren mit * markierten Punkt. Somit können wir in die Formel für 

 einsetzen: 

 

Bei N können wir nun unser errechnetes  einsetzen und weiter rechnen: 

  

Aus unserer Angabe haben wir folgend Werte 
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Wir haben also alles was wir brauchen, um in die Formel  einsetzen zu können: 

 

Somit haben wir  errechnet und das Beispiel ist gelöst. 

Berechnung  Angabe 2 

??? ToDo ??? 

Berechnung  Angabe 3 

Zuerst setzen wir aus der Angabe die Werte ins Lambertsche Gesetz: 

 ein: 

 

 

??? ToDo ??? 
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Berechnung  Angabe 4 

QUELLE: http://informatik-forum.at/showpost.php?p=491071&postcount=10  
als erster hab ich mal die vectoren normalisiert: 
 
Normalvector PunktA: (-0.707, 0.707, 0) 
Normalvector PunktB: (0.707, 0.707, 0) 
Normalvector PunktC: (0.577, 0.577, 0.577) 

http://informatik-forum.at/showpost.php?p=491071&postcount=10
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Normalvector PunktD: (0, 1, 0) 
Lichtquelle: (-0.535, 0.802, 0.267) 
Blickvector: (0, 0, -1) 
 
dann interpoliere ich mal in der y achse zwischen A und D: 
Nr = ((y-y2/y1-y2)) * ND + ((y1-y)/(y1-y2)) * NA = 0.667 * ND + 0.334 * NA = (0, 0.667, 0 ) + (-0.236, 
0.236, 0) = (-0.236, 0.903, 0) 
Nr normalisiert: (-0.271, 1.036, 0)  
das selbe zwischen B und C 
Nt = 0.667* NC + .334 * NB = (0.472, 0.472, 0) + (0.186, 0.186, 0.186) = (0.658, 0.658, 0.186) 
Nt normalisiert = 0.693, 0.693, 0.196) 
jetzt zwischen Nr und Nt interpoliern: 
 
Die Formel: N(7/6) = ((x-x1/x2-x1)) * Nr + ((x2-x)/(x2-x1)) * Nt 
...wobei x1 die x-koordinate von dem punkt wo Nr anliegt ist 
und x2 die von Nt... also x1 = 5, x2 = 12 und x = 7 
 
N(7/6) = (0.418, 0.791, 0.14) ... normalisiern: (0.462, 0.874, 0.155) 
dann die Intensität mit der Formel: 
In = ambient + diffuse + phong 
 
ambient ist nicht gegeben, daher lass ich das auch weg... 
 
In = kd * Il * NdotL + ks * Il*(NdotH)^ns (hab angenommen, dass wir mit dem Half way vector 
rechnen sollen) 
 
den Halfway vector einmal ausrechnen: 
H= normaliesier (L+V) = (-0.442, 0.662, -0.605) 
für Punkt (7/6) einsetzen 
I(7/6) = 0.3 * 0.9 * 0.495 + 0.5 * 0.9 * (0.281)^6 = 0.134 

ToDo 

??? ToDo ACHTUNG Phong- Interpolation und Gouraud- Interpolation??? Schauen was sonst noch 

verschieden ist z.b. manchmal Blickwinkel gegen oder ähnliches, was im Beispiel oben nicht 

angegeben ist ōȊǿΦ αǎƻǿƻƘƭ ǇƘƻƴƎ- als auch diffuse-ƛƭƭǳƳƛƴŀǘƛƻƴ ƪƻƳƳŜƴ ƪŀƴƴά??? 

Back Face Culling 

Angabe 

Gegeben sind die fünf Punkte: 

ω A = (0, 0, 0)  

ω B = (1, 0, 1)  

ω C = (5, 0, 1)  

ω D = (1, 8, 1)  

ω E = (8, 1, 1) 
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die die drei Dreiecke ABE, BCE und CDE  aufspannen. Die Dreiecksvorderseite ist dabei die Seite, die 

sichtbar wird, wenn die Dreieckspunkte gegen den Uhrzeigersinn geordnet sichtbar sind. Die 

Dreiecksrückseite ist daher die Seite, die sichtbar wird, wenn die Dreieckspunkte im Uhrzeigersinn 

geordnet sichtbar sind. Zusätzlich ist die Blickrichtung V = (0, 1, 1) bekannt. Es wird eine Parallel- 

Projektion angenommen. Berechnen sie mittels Back-Face-Culling welche der Dreiecke von dieser 

Blickrichtung aus sichtbar sind. 

Vorgehensweise  

1. 5ǊŜƛŜŎƪ αōƛƭŘŜƴά ƛƴŘŜƳ Ƴŀƴ Ŝǎ mit 2 Vektoren aufbaut z.B. BC und BE 

2. Normalvektor berechnen indem man Kreuzprodukt berechnet.  

a. Berücksichtigen, dass das Kreuzprodukt die richtige Reihenfolge hat 

BC x BE ist richtig, aber BE x BC = -( BC x BE ). 

3. Normalvektor * Viewvektor rechnen 

4. Wenn Ergebnis > 0 => UNSICHTBAR, ansonsten SICHTBAR. 

Formeln  

Normalvektor:  

Dreieck nicht sichtbar wenn  

Allgemeine Formel für Kreuzprodukt zweier Matrizen  

Berechnung  

Zuerst rechnet man sich den Normalvektor (N) der Flächen aus. Dazu muss man einfach nach 

3ÃÈÅÍÁ ȵ&Ȱ ÆÏÌÇÅÎ ÕÎÄ ×ÉÅ ÆÏÌÇÔ ÄÉÅ 2ÅÃÈÎÕÎÇ ÁÕÓÂÁÕÅÎȡ 

 

In unserem Fall mit Dreieck ABE würde das folgendes ergeben: 

   

Der Viewvektor ist mit  gegeben. Nun müssen wir das Ergebnis von zuvor 

(Normalvektor) mit dem Viewvektor multiplizieren: 

  

Backface, und somit nicht sichtbar ist es, wenn gilt:   
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Da wir beim Dreieck ABE auf 8 kommen, somit größer als 0 ist, handelt es sich um ein Backface 

Dreieck und ist somit unsichtbar! 

 
-) BCE: 
(E-C x B-C)*view = (3,1,0) x (-4,0,0) = (0,0,-4)*(0,1,1) = -4 --> sichtbar 
 
-) CDE: 
(E-D x C-D)*view = (7,-7,0) x (4,-8,0) = (0,0,28)*(0,1,1) = 28 --> unsichtbar 
??? ToDo ??? 

Boundary Fill  

Angabe 

Füllen Sie das angegeōŜƴŜ tƻƭȅƎƻƴ ǾƻƳ Ƴƛǘ мά ƳŀǊƪƛŜǊǘŜƴ tƛȄŜƭ ŀǳǎƎŜƘŜƴŘ ƴŀŎƘ dem modifizierten 

flood fill- Algorithmus, der auf horizontale Pixelreihen (pixel spans) abgestimmt ist. Schreiben Sie die 

weitere Reihenfolge (die laufende Nummer), in der die Pixel gefüllt werden, in die vorgesehenen 

weißen Kästchen. 

 

Vorgehensweise  

Das Beispiel kam schon lange nicht mehr (in den letzten 7 Jahren kam es gerade 1 Mal!), wird der 

Vollständigkeit halber aber erklärt. 

??? ToDo ??? 



Seite 52 von 54 
 
 

Berechnung  

??? ToDo ??? 

 

ToDo 
Angeblich können bei den Splines, neben Natural und Hermite, auch B-Splines und Bezier kommen, 

aber habe irgendwie keine Angaben gefunden wo das jemals kam! 

http://informatik-forum.at/showthread.php?t=5826 

http://www.informatik-forum.at/showthread.php?t=61908 

http://informatik-forum.at/showthread.php?t=15480  

Laut Forum  Bezier:  

Gegeben sind folgende drei Punkte: P0 =(1,0), P1=(x,y), P2=(4,0). Diese drei Punkte werden durch 

eine Bezier- Kurve K(t) approximiert. 

Welche Koordinaten hat der Punkt P1 wenn K(0.5)=(2.5, 1) gilt, wenn also der Punkt der Bezier- 

Kurve mit Parameterwert t=0.5 die Koordinaten (2,5,1) hat (mit Begründung, also Beschreibung des 

rechengangs)? 

http://informatik-forum.at/showthread.php?t=5826
http://www.informatik-forum.at/showthread.php?t=61908
http://informatik-forum.at/showthread.php?t=15480
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Die Kurve K(t) soll um die Gerade x=y gespiegelt werden. Geben Sie die Formel der sich dadurch 

ergebenden Kurve an (mit Begründung, also Beschreibung des Rechengangs). 

Welche Tangentenrichtungen sind an folgenden Punkten der Kurve K(t) gegeben: K(0.0), K(0.5), 

K(1.0)(mit Begründung, also Beschreibung des Rechengangs). 

Laut Forum B - Spline: 

Gegeben sind folgende Punkte Pi mit Gewichtung Wi: 

i 0 1 2 3 4 5 6 

Pi (2,1) (3,2) (2,4) (4,5) (3,5) (1,3) (2,1) 

 

Diese Stützpunkte werden durch eine B-Spline- Kurve K(t) vom Grad 3 approximiert. Bestimmen Sie 

den Punkt, auf dieser Kurve mit Parameterwert 2.5 (mit Begründung). 

Die Kurve K(t) soll um die x-Achse gespieget werden. Geben Sie die Formel der dadurch ergebenden 

Kurve an (mit Begründung). 

Infos  

Über die Ausarbeitung  

Die Fragen stammen aus dem Informatik Forum, von Kollegen die die Prüfung machten, MTB und der 

LVA Webseite. Falls jemand Angaben / Fragen hat die hier nicht zu finden sind, wäre es auch sehr 

nett sie mir zukommen zu lassen damit ich es hier ergänze/ hinzufüge! 

Ich habe die Ausarbeitung so gut es geht gemacht, aber trotzdem können sich Fehler einschleichen! 

Falls man welche findet, bitte per E- Mail oder PM an mich weiter leiten damit ich sie ausbessere! Bei 

rot geschriebenen (meistens auch durch ??? markiert) Sätzen bin ich mir nicht ganz sicher ob sie so 

stimmen und deswegen würde ich mich sehr über Feedback (ob es so stimmt oder nicht) freuen J. 

Inhaltsverzeichnis für das Buch  

 Bresenham, DDA [95] 

 FloodFill, modifizierter FloodFill [205] 

 Matrizenmanipulationen [261] 

 Hermite Spline Berechnung [427] 

 Splines (Brézier) [433]  

 CSG [475] 

 Quadtree, Octtree [477] 

 zBuffer [531] 

 Pixel Shading (Phong, Gouraud) [593] 

Zusätzliche Informationen  

Version: 0.7.1 

http://www.informatik-forum.at/
http://mtb-projekt.at/groupworks/tiki-mtb_browse.php?idlva=38
http://www.cg.tuwien.ac.at/courses/CG/VO.html
mailto:mtintel@gmx.at
http://www.informatik-forum.at/private.php?do=newpm&u=3139
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LVA Webseite: http://www.cg.tuwien.ac.at/courses/CG/VO.html  

Neuste Version: http://stud4.tuwien.ac.at/~e0402913/uni.html  

Ausarbeitung: Martin Tintel ( mtintel ) 

 

http://www.cg.tuwien.ac.at/courses/CG/VO.html
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